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L E J EITNE DIE I OHLE TS 



18. FEBRUAR 1905. 



über binäre trilineare Formen und die Komposition 

der binären quadratischen Formen. 

Von Herrn R. Dedekind. 



jJei der Besprechung der in lineare Faktoren zerlegbaren Formen, 
welche zu einem endlichen algebraischen Zahlkörper gehören, habe ich 
bemerkt, daß die drei Formen, deren eine durch eine bilineare Substitution 
in das Produkt der beiden anderen übergeht, im wesentlichen, d. h. abgesehen 
von konstanten Faktoren, umgekehrt durch diese Substitution bestimmt 
sind.*) In dem einfachsten Falle der binären quadratischen Formen ist 
diese Tatsache zwar nicht ausdrücklich von Gauß ausgesprochen, aber sie 
ist vollständig in der Schlußbemerkung des Art. 235 der Disquisitiones 
Arithmeticae enthalten, in welchem die Transformation einer Form in ein 
Produkt aus zwei Formen durch eine bilineare Substitution in der allge- 
meinsten Weise behandelt wird. Bei meinem ersten Studium dieser Unter- 
suchung erregte die genannte Tatsache meine besondere Aufmerksamkeit, 
und ich erkannte bald, daß mit einer solchen gegebenen Substitution immer 
zwei andere Substitutionen und drei quadratische Formen von der Art ver- 
bunden sind, daß jede der drei Formen durch eine ihr entsprechende Substi- 
tution in das Produkt der beiden anderen Formen übergeht. Hat man sich 
hiervon überzeugt, was bei zweckmäßiger Wahl der Bezeichnung keine 
Schwierigkeit darbietet, so wird die Lösung des allgemeinen von Gauß 
behandelten Problems in hohem Grade vereinfacht. Da dies noch nicht 
bekannt zu sein scheint, so wage ich es, meine Untersuchung zu veröffent- 

*) Diricklets Vorlesungen über Zahlentheorie, vierte Auflage, § 182, S. 58(5. 
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liehen und dem Andenken an meinen großen Lehrer Dirichlet zu widmen, 
der seihst eine Ehre darein gesetzt hat, dnrch eine Reihe von Abhandlangen 
das Verständnis des von ihm am höchsten bewanderten Werkes von Gauß 
zu erleichtern. 

§1. 
Wir betrachten im Folgenden drei Paare von anabhängigen Variabein 

(^n2/i), (^2,2/2), (^^3, 2/3) 

and zwei Reihen von je vier willkürlichen Konstanten 

« = «0? ^M ^2? «3J 

/? = ^0, Ä, /^2, ßz. 

Bedeutet r, s, t, wie immer im folgenden, irgend eine Permutation der drei 
Indizes 1,2,3 (während der Index angeändert bleibt), so dürfen wir jeden 
aus den Variabein und Konstanten gebildeten Ausdruck, der in bezag auf 
die beiden Indizes s , t symmetrisch ist, als eine durch den Index r bestimmte 
Größe ansehen und demgemäß bezeichnen. In diesem Sinne bilden wir 
drei binäre quadratische Formen F^, F^^ t\ durch die gemeinsame Definition 

wo also 

Br = «,/?, + «,/?, - a,ß, - or„/?„. 

Wir wollen beweisen, daß diese drei Formen ein und dieselbe Dis- 
kriminante 

(3.) D = H\ - 4.A, 6\ = Ä? - 4 A, C, = B] - 4.I3 C, 

haben, and daß jede von ihnen durch eine entsprechende bilineare Substitution 
in das Produkt der beiden anderen Formen ilbenjeht. 

Das erstere folgt leicht aus einem bekannten Satze über partiale 
Determinanten. Bildet man aus zwei Reihen von je vier Größen 



(2.) 
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die sechs Determinanten 



(4 



(P^p^ -qp', Q^pq"-qp", R^pq"'-qp"', 
{ U=p q -q p , 2=pq -qp , b=^pq -qp , 



(6.) 



SO genügen die drei letzteren den beiden Gleichungen 

Up'-Tp"+Sp"' = 0, Uq'-Tq"+Sq"'=0; 

moltipliziert man die erste mit — q, die zweite mit ^> and addiert, so erhält 
man den in Rede stehenden Satz 

(5.) PU-QT+RS = 0. 

Wenden wir ihn auf das Beispiel 

iP = (3r, ;>'=cr., ;/'=«„ /" = /?„, 
9 = -«.,, q'=-ß,, ?"=-/?„ r = -«r 

an, so wird zufolge (2.): 

(7.) l 

\U=-C,, r=-c„ S = -liB,-B.), 

also 

oder 

ÄJ-44C, = ßJ-4.4,C„ 

womit unsere Behauptung über die Diskriminanten der drei Formen be- 
wiesen ist. Wir bemerken zugleich, daß diese gemeinsame Diskriminante 7), 
die eine homogene Funktion vierten Grades von den acht Konstanten a^ ß 
ist, nicht identisch verschwindet; denn wenn man z. B. oro = /9o = 0, alle 
anderen sechs Konstanten er, ß=l setzt, so werden alle neun Koeffizienten 
A^^B^^C^ gleich 1, also /) = — 3. 

Um auch die zweite Behauptung zu beweisen, setzen wir zur Ab- 
kürzung 

woraus 

(9.) u, a\ + i\ ijr = t\ 

1* 
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folgt, und nehmen die Konstanten (6.) zu Koeffizienten der beiden bilinearen, 
in bezog auf ^, t symmetrischen Funktionen 

i X,= ßr X, -r* + «. a;. if, + tt, y, X, + /i„ y, y„ 
Yr = -a^x, X, - ßt x, y, - ß, y, x, - a, y, y, . 



(10.) 



Eliminiert man der Reihe nach jedes der vier Frodokte .r,a-„ a:,i/,, y, a„ y,y,, 
so erhält man mit Rücksicht auf (4.), (7.), (8.) die Gleichungen 

«„ a; + ßr i r = - ^1, «v Vt - A y. 3i- 2 U^i+^.)y,yi =-y. w« - u.y„ 

ß, A; + u, i; = . 1, X. jv - ;y (B, - B,) y, X, - C, y.y, = - y, v, + v, x, , 

ß, A; + ß, i; = -4, X, X, + 2 (A - -ß.) X. y, - C. y. y, = x. m, - f. /y, , 

a, A; + /•?„ i; = .^- (/i, + ß,) X, X, + C, X, y, + C'. y. X, = X, v, + r. x, , 

die man mit Benutzung der bekannten Bezeichnung für die Multiplikation 
von zwei binären Substitutionen auch in der Form 

darstellen kann, und da bekanntlich die Determinante des Produktes von 
zwei Substitutionen das Produkt aus deren Determinanten ist, so ergibt sich 
aus der Definition (1.) der Formen P\^l\Qi\,y,) und aus (9.) das Resultat 

(11.) i\{x,,y;)-^-fj\ 

womit auch unsere zweite Behauptung bewiesen ist. 

Man erkennt übrigens leicht, daß dieser zweite Satz (11.) den ersten (3.) 
über die Diskriminanten in sich schließt. Sieht man nämlich .r^, y, als 
Konstanten an, so nimmt die obige bilineare Substitution (10.) die Form 
einer einfachen binären Substitution 

a; = 'K^\ + ^^tVs) •<•/ + (s^sX, + 1 ii!h) !it , 

Yr = - (^^0 ^r, + / •;, //,) .r, - i •^•. + ^^r //,) !lt 

an, deren Determinante zufolge (1.) gleich —F, ist, und durch diese Sub- 
stitution geht die Form 

iv(A„};)=.i A^+z^.xn+f;.r; 
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nach dem Satze (11.) in die Form 

über. Nach dem bekannten Fundamentalsatz über die Transformation einer 
binären quadratischen Form durch eine einfache lineare Substitution ist aber 
die Diskriminante der neuen Form gleich der der alten, multipliziert mit dem 
Quadrate der Substitutionsdeterminante. Bezeichnet man nun mit Z),, A? A 
die Diskriminanten der Formen F^^ F2, F3, so ist in unserem Falle die 
Diskriminante der neuen Form 

(F,ß,y-4(F,/i,)(F/;)=Ai'7. 

und da A die Diskriminante der alten Form, und ~jP, die Substitutions- 
determinante ist, so folgt A^i = A(—-^l)% also A = A» was zu beweisen war. 
Die acht Konstanten a^ ß bilden daher immer die Koeffizienten von 
drei verwandten binären bilinearen Substitutionen, deren Zusammenhang 
wesentlich in der Identität 

(12.) y,X^-x^}\=^y^X2-x^Y^=^y^X^ — x^Y:, 

besteht, und erzeugen zugleich drei quadratische Formen, deren jede durch 
eine dieser Substitutionen in das Produkt der beiden anderen übergeht. 

Indem wir uns vorbehalten, auf diese Identität später (in § 4) zurück- 
zukommen, beschließen wir diese Betrachtungen mit einer Bemerkung, die 
sich auf den Fall bezieht, wo die bisher willkürlichen acht Konstanten or, ß 
ganze rationale Zahlen sind- Dann sind auch die Koeffizienten der drei 
Formen i^j, F2, F^ und deren Diskriminante 1) ganze Zahlen; wir wollen 
annehmen, daß keine dieser Formen identisch verschwindet, und wollen 
mit M^ den Teilei^ der Form F^^ d. h. den positiven größten gemeinsamen 
Teiler ihrer Koeffizienten A^^ A? ^v bezeichnen. Bedeutet ferner K^ den 
größten gemeinsamen Teiler von J/,, J/^, also auch den der sechs Koeffi- 
zienten i4„ Aj t/'„ At, Ai ^M 80 folgt aus (3.) auch B/-^z B^ (mod 2ir^), 
mithin istVv auch gemeinsamer Teiler der sechs partialen Determinanten (7.) 
und zwar der (/rößte^ weil umgekehrt jeder gemeinsame Teiler dieser 
Determinanten offenbar auch in A? A? also in J/,, i/^, K^ aufgeht. 

Entwickelt man nun beide Seiten der in bezug auf die vier Variabein 
•^M y^i -^M yt identischen Gleichung (11.) durch Auflösung aller die Variabein 
einschließenden Klammern, so leuchtet ein, daß alle Koeffizienten der linken 
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Seite durch M^ teilbar sind, während offenbar das Produkt M^M^ der größte 
gemeinsame Teiler der neun Koeffizienten der rechten Seite ist; mithin ist 
M^Mt teilbar durch il/^, also 

(13.) M^M.^M.N,, M^M.^M^N^, MJUr=.M^N,, 

wo N^^ Nzj N^ ebenfalls natürliche Zahlen bedeuten; dann ist zugleich 

(14) m^N.N,, Ml = N,N,, Ml = N,N,, 

und wenn z. B. M2. il/3 relative Piimzahlen sind, also JTjäI, so folgt 
(15.) M,^M,M,, N,^\, N,=^M\, N.^Ml 

§ 2. 

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns zu der Aufgabe, welche 
Gaitß im Art. 235 der Disquisitiones Arithmeticae behandelt hat. Ich will aber 
vorher bemerken, daß ich hier wie schon früher*) statt der von Gauß zu- 
grunde gelegten Formen ax^''\'2bxy'{-cy^^ deren zweiter Koeffizient den 
Faktor 2 enthält, immer Formen /(a-, y) = ax^ + bxy + c/ betrachte, wo 
a, 6, c beliebige Komtanten bedeuten, die nur der Beschränkung unterliegen 
sollen, daß die aus ihnen gebildete Diskriminante d = b^ — 4:ac der Form 
f=f(x^y) von Null verschieden ist. 

Sind nun /, = /; (x^ , ?/i), f^ = /i (x^ , 3/2), A = /sC^a, 2/3) drei solche Formen 
mit den Diskriminanten d^, dj, dj, so besteht die Untersuchung darin, alle 
Folgerungen aus der Annahme zu ziehen, daß die erste Form /i durch eine 
bilineare Substitution in das Produkt /zA der beiden anderen Formen über- 
geht; bezeichnet man daher mit X^^ Y^ zwei bilineare Funktionen der beiden 
Paare {x^^ 2/2)1 (^37 2/3)7 ^^ ^^rd diese Annahme durch die Identität 

ausgedrückt; um aber die Symmetrie so viel wie möglich zu bewahren^ 
fügen wir dem Produkte noch einen von Null verschiedenen konstanten 
Faktor ky^ hinzu und setzen also 

(16.) /;(x„ Y,)^k,f,t,. 



*) Zuerst in §§ 169, 170 der zweiten Auflage (1871) von Din'chlets Vorlesungen 
älter Zahlentheorie. 
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Aus den acht Koeffizienten cf, ß der bilinearen Funktionen, die wir 
(gemäß (10.) in § 1) in die Form 

l Ti = - q^XjXi - ß^x-^yz - ßiyiXi - a.y^ y^ 

setzen, bilden wir nach § 1 die drei Formen i^i, F2, F^; dann besteht das 
Endresultat der Untersuchung wesentlich darin, daß diese Formen eich be- 
ziehungsweise von den Formen /i,/2?/3 uur um konstante, von Null ver- 
schiedene Faktoren n^^ n^j n^ unterscheiden, daß also identisch 

(18.) F.^nJ,, i'; = n,/;, F, = n^f2 

ist. 

Um dies in aller Kürze zu beweisen, verfahre man ebenso wie bei 
dem zweiten Beweise des Diskriminantensatzes (3.) in § 1. Sieht man in 
den Gleichungen (17.) erst o:,, 1/2, dann x^^ y^ als Konstanten an, so nehmen 
sie die Gestalt von einfachen linearen Substitutionen an, deren Determinanten 
resp. — i^2, —^'3 sind, und der Fundamentalsatz über solche Transformationen 
einer Form fi ergibt zufolge der Annahme (16.) die beiden Gleichungen 

und da ^i, öi, c/2, ^3 nach unserer Annahme von Null verschieden sind, so folgen 
hieraus die beiden letzten Gleichungen (18.), wo n^^ n^ von Null verschiedene 
Konstanten bedeuten. Multipliziert man diese beiden Gleichungen mit einander, 
so geht die Annahme (16.) mit Rücksicht auf den Satz (11.) in § 1 in die 
Gleichung 

über, welche identisch in bezug auf die vier Variabein «r,, ^27 ^3? y^ bestehen 
muß. Da nun d-z nicht Null ist, also auch die Form /s nicht identisch 
verschwindet, so gilt dasselbe auch von der Form i'2 = ''2/2; man kann daher 
den Variabein Xz^ 3/2 in (17.) solche Werte beilegen, daß F2 einen von Null 
verschiedenen Wert erhält, und folglich kann man hierauf x^^ 3/3 immer so 
wählen, daß Xj, }\ beliebig vorgeschriebene Werte x^^y^ annehmen; man 
darf daher in der vorstehenden Gleichung Xj, }\ durch die unabhängigen 
Variabein x^^ y^ ersetzen, und folglich gilt auch die erste der Identitäten (18.), 
was zu beweisen war. 



8 Dedekind, über binare trilineare Formen und die Komposition usw. 

Umgekehrt j wenn zwischen drei Formen /l, /i» /a iind den in § 1 
definierten Formen f\, F2J F^ die drei Identitäten (18.) bestehen, wo n,, w,? ^h 
von Null verschiedene Konstanten bedeuten, so folgen aus dem Satze (11.) 
in § 1 die drei Identitäten 

(19.) fr(X,, i\)^k,U, 

WO 

(20.) Av = ";% 

d.h. jede der drei Formen /l,/2,/3 geht durch eine biiineare Substitution 
in das mit einer Konstanten multiplizierte Produkt der beiden anderen 
Formen über. 

Die drei Gleichungen (18.), aus denen unmittelbar die Relationen 

(21.) D^d.nl^^d^rt^-^d.nl 

zwischen den Diskriminanten der sechs Formen h\^fr folgen, schließen die- 
jenigen neun Gleichungen in sich, welche Gauß in der Schlußbemerkung 
des Art. 235 mit 12 bezeichnet, und die als Grundlage für die in den 
Artikeln 236—241 folgenden Untersuchungen dienen. Die Gleichungen 
(18.), bei deren Ableitung wir gar keine Voraussetzung über die besondere 
Natur der Koeffizienten der Formen /l,/j,/i und der bilinearen Funktionen 
JCi, Jj gemacht haben, enthalten den algebraischen Teil der Untersuchung; 
wir wollen jetzt annehmen, alle diese Koeffizienten seien ganze rationale 
Zahlen^ und wollen die zahlentheoretischen Folgerungen aus der Annahme 
(16.) ziehen, die bei Ganß schon im Laufe seiner Untersuchung auftreten. 
Aus (18.) folgt zunächst^ daß /?i, n^, n^ ganze oder gebrochene rationale 
Zahlen sind, mithin haben zufolge (21.) die Diskriminanten />, Ci, 62, d^ 
dasselbe Vorzeichen, und sie verhalten sich ivie Quadrate von ganzen Zahlen 
(Conclusio prima bei Gaiiß). Bezeichnen wir ferner mit m^ den Teiler der 
Form /;. und (wie in § 1) mit M^ den der Form F,^ so ist zufolge (18.) 

(22.) il/i = £imi//i, .l/2=f2^^^2''2) -'^ = ^3 ^^'3 ^^3 , 

WO 

(23.) ,5 = ,? = ,^=1, 

also ^1^/1, ^2''2- ^z^h positiv sind. 

Jetzt kehren wir, indem wir die Symmetrie aufgeben, zu der eigent- 
lichen Annahme von Gauß znrllck, daß nämlich f\ durch die bilineare Sub- 



'2 
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stitation (17.) in das Produkt fif^ selbst übergebt, daß also 

(24.) A(^n ^0 = ^/3, 

mithin 

(25.) ^^=1, ^h^^^hj ^1=^2^3 

ist, woraus nach (21.), (22.) auch 

(26.) d2=dinl, d^=^d^nl^ 

(27.) d,m\^d,Ml, d,ml = d,M\ 

folgt. Bedeutet daher K^ wieder den größten gemeinsamen Teiler von 
J/2, 3/3 (wie in § 1), so ist dxK\ der größte geineinsame Teiler der beiden 
Produkte ^2^3» ^z'r^l (Conclusio secunda et quarta bei Gauß). 

Nach der Definition von Gauß heißt nun die Form /i zusammen- 
gesetzt (composita) aus den beiden Foi^men /i? A wenn Ä'i = l ist, also 3/3, M^ 
relative Primzahlen sind. Beschränken wir uns jetzt auf diesen Fall, so 
folgt aus (27.), daß die Diskriminante di der aus /i, f^ zusammengesetzten 
Form /*! der größte gemeinsame Teiler von 52^3? Ö3W2 ist. Da ferner nach (15.) 
in § 1 aus der jetzigen Annahme auch M^^M^M^ folgt, so ergibt sich aus 
(22.), (25.) auch ?/?, = 7n2W3, d. h. dei^ Teiler m^ der zusammengesetzten Formfx 
ist das Produkt aus den Teilern m2^ m^ der Formen f^^ f^ (Conclusio quinta 
bei Gauß). 

Hiermit ist der wesentliche Inhalt des Art 235 der Disquisitiones 
Arithmeticae erschöpft. Die daselbst zum Ziele führenden Rechnungen, die 
zum großen Teil nur angedeutet sind, und deren wirkliche Ausführung dem 
Leser überlassen ist, glaube ich in der hier vorliegenden Darstellung erheblich 
vereinfacht zu haben. Da diese Vereinfachung hauptsächlich auf der in 
§ 1 vorausgeschickten Einführung der mit einer jeden biliuearen Substitution 
verbundenen drei Formen F^^ F2, t\ und auf deren symmetrischer Behandlung 
beruht, welche mit geringer Rechnung zu dem Hauptsatze (11.) führt, so 
war es eben wegen dieser Symmetrie nicht möglich, die Bezeichnungen von 
Gauß beizubehalten. Zur Erleichterung einer Vergleichung bemerke ich 
folgendes. Gauß untersucht die Transformation einer Form F in das Produkt 
von zwei Formen /, /*, deren Variable entsprechend bezeichnet sind, durch 
die bilineare Substitution 

X=pxx'-\- p'xy' + p"yx' +p"'yij', 

m 

7= <7.T.r'+ q'xy'+ q"yx'+ q"'yy' 

Jouraal für Mathematik Bd. 129. Heft I. 2 
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und gebraucht die Zeichen P, Q, Ä, S, 2\ U in derselben Bedeutung wie in 
Gleichung (4.). Um daher von dieser Bezeichnung zu der meinigen in (24.) 
überzugehen, hat man F, /, f resp. durch /l, /i, fz zu ersetzen, und die vor- 
stehende bilineare Substitution geht in (17.) über, wenn die Koeffizienten 
Pj p' '"9"' wie in (6.) ausgedrückt werden, wobei die Indizes v, ^, t resp. 
durch 1,2,3 zu ersetzen sind. Beachtet man nun die Vorzeichen der 
hieraus entspringenden Ausdrücke (7.), so erkennt man, da£ man die in den 
neun Schlußgleichungen /i bei Gdnß auftretenden beiden Zahlen n, n' resp. 
durch — //3, — ^?2 äu ersetzen hat, um diese Gleichungen 12 in Überein- 
stimmung mit unseren Gleichungen (18.) zu bringen, in denen zufolge (25.) 
n^z=,n^n^ ist. Dies ist deshalb erwähnenswert, weil 6«?/^ auf die Vorzeichen 
der Zahlen n, n' eine wichtige Unterscheidung hinsichtlich der Art gründet, 
wie die Formen /, /' in die Transformation oder Komposition F=^ff ein- 
treten, worauf wir hier aber nicht näher eingehen können. 



§3. 

Der Satz (11.) in § 1, auf welchem alles andere beruht, ist dort wohl 
auf dem kürzesten Wege hergeleitet, nämlich durch unmittelbare Rechnung 
mit den acht Konstanten er, /?, aus denen die Koeffizienten der sechs bilinearen 
Funktionen (10.) und die der drei quadratischen Formen (1.) gebildet sind. 
Man kann aber zu demselben Resultate und zu einem tieferen Einblick in 
den Gegenstand der Untersuchung auf einem ganz anderen Wege gelangen, 
wobei diese Konstanten «, ß gar nicht explizite in die Rechnung eintreten, 
sondern die in (12.) angeführte binäre trilineare Form als alieiniger Aus- 
gangspunkt der Untersuchung dient. Der Weg, den ich hierbei einschlage, 
beruht auf der freiesten Ausnutzung der totalen Differentiation in der Auf- 
fassung, wie ich sie mir seit vielen Jahren gebildet und gelegentlich auch 
befreundeten Mathematikern mitgeteilt habe.*) Da dieselbe nicht nur in 
der reinen Analysis, sondern auch in der Geometrie, Mechanik, in der 
mathematischen Physik nützlich verwendet werden kann und noch nicht 
so allgemein bekannt zu sein scheint, wie sie es wohl verdient, so will 



*) Vergl. § 159 der zweiten Auflage (1871) von Dirichlets Vorlesungen über 

Zahlentheorie und meinen Aufsatz: Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten 

komplexen Größen (Göttinger Nachrichten 1885),. wo von dieser Auffassung Gebrauch 
gemacht ist. 
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ich wenigstens das, was für unseren Zweck erforderlich ist, zunächst 
besprechen. 

Ich betrachte einen analytischen Raum, in welchem jeder Punkt 
durch die Werte von n unabhängigen Variabein (Koordinaten) x^^ x^, ...o:^ 
bestimmt ist, und bezeichne mit den Inbegriff aller derjenigen Funktionen (p 
dieser Variabein, welche partielle Derivierte von beliebig hoher Ordnung 
besitzen und zugleich der Bedingung 



(28.) f &-) = ■§-&) 



genügen. Dann soll das Zeichen d eine Operation bedeuten, welche aus 
jeder solchen Funktion (p eine entsprechende, ebenfalls in ^P enthaltene 
Funktion d(p in der Weise erzeugt, daß das bekannte Grundgesetz der 
totalen Differentiation erfüllt wird, d. h. jede zwischen m solchen Funktionen 
<Pi^(p2)''*<Pm bestehende Identität 

(29.) F(ip,,(f,,...cf„)=^0 

soll die Identität 

(30.) Ifd<f, + §ldcp.. + - + ^- d<p„, = 

zur Folge haben. 

Daß solche Operationen d überhaupt möglich sind, geht aus der ge- 
wöhnlichen Auffassung der Differentiale als unendlich kleiner Änderungen 
der Variablen hervor; wir müssen aber jetzt feststellen, in welchem Um- 
fange solche Operationen d in der obigen allgemeinsten Auffassung existieren, 
und wodurch sie vollständig bestimmt werden. Die letztere Frage läßt sich 
sofort beantworten; denn wenn (p irgend eine in dem System <P enthaltene 
Funktion ist, so besteht zwischen ihr und den n unabhängigen Variablen 
Xi^X2j...x^ eine Identität, die wir in der Form 

(31.) ^/' = /0'-i,*^'2,...^O 

darstellen dürfen, und hieraus soll nach der obigen Definition der Operation d 
die Identität 

(32.) d<p^^^dx, + ^'t^^^^^^ 
folgen; mithin ist die Operation d vollständig bestimmt, sobald in jedem 

2* 
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Pankte anderes Raumes die Werte der n Fanktionen 

(33.) r/^i , dxz , . . . rf.r„ 

gegeben sind. Umgekehrt, bat man diese n Funktionen ivillkürlich ans </> 
gewäblt, und bildet man daraus nacb (32.) fUr jede Funktion (p eine za- 
gehörige Funktion (l(p (welche für ^ = .tv offenbar mit der gewählten 
Funktion dx^ übereinstimmt), so ist leicht zu zeigen, da£ die hierdurch 
bestimmte Operation d wirklich der obigen Grundforderung genügt. Denn 
durch partielle Derivation in bezug auf die Variable x\. ergibt sich ans der 
oben angenommenen Identität (29.) bekanntlich 

dF dtp, ^ OF dtp, ^ ^ dF d^fm^Q. 

multipliziert man mit dx^ und summiert, indem man r die Indizes 1, 2, ...7i 
durchlaufen läßt, so ergibt sich mit Rücksicht auf (32.) die zu beweisende 
Gleichung (30.). 

Aus dem in (29.), (30.) ausgedrückten Grundgesetz einer solchen 
Operation d leuchtet auch unmittelbar ihre Invarianz ein, d. h. sie bleibt 
dieselbe, wenn statt der Koordinaten x ein anderes System von n von ein- 
ander unabhängigen Funktionen y zur Ortsbestimmung gewählt wird, wobei 
die ihnen entsprechenden Funktionen dy gemäß (32.) aus den Funktionen dx 
zu bestimmen sind. Auch versteht sich von selbst, daß zufolge desselben 
Gesetzes alle Regeln der gewöhnlichen Differentiation, wie 

d((pi ± (P2) = d(pi ± d(p2^ d((f'i(f2) = (f^dcfi + (pi d(p2 

ihre volle Geltung behalten. 

Unter den vielen verschiedenen Namen, welche man je nach der 
Beschaffenheit des Anwendungsgebietes einer solchen Operation d beilegen 
möchte,*) will ich hier den in einem solchen Gebiete eingebürgerten, freilich 
in viel speziellerer Bedeutung gebrauchten Namen Vektor wählen, während 
die durch d erzeugten Funktionen d(p unbedenklich Differentiale genannt 

werden können. Die partielle Derivation -^— in bezug auf die Variable x^ 



*) Immer von einer Differentiation erster Ordnung oder Variation erster Ordnung 
zu sprechen, ist zu unbequem. Sophus Lie gebraucht für seine Symbole X(f)y die mit 
den Vektoren identisch sind, den Namen infinitesimale Transfoi^mation (Theorie der 
Transformationsgruppen; Abschnitt 1, Kapitel 3, § 13, S. 54). 
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ist offenbar der spezielle Vektor r/, für welchen die Differentiale (33.) mit 
Ansnahme von dx^^ welches =1 ist, identisch verschwinden. Es ist auch 
zweckmäßig, den Vektor i\^?^// einzuführen, und durch ^ = anzudeuten, daß 
alle n Funktionen (33.), also auch alle (Up identisch verschwinden; eine Ver- 
wirrung ist hierbei nicht zu befürchten, weil aus dem Zusammenhang sich 
immer ergeben wird, ob von der Zahl oder dem Vektor Null die Rede ist. 
Da ein Vektor d aus jedem Element (f des Systems * ein ebenfalls 
in *P enthaltenes Element d(p erzeugt, so fällt diese Operation unter den 
viel allgemeineren Begriff einer Ablnlduni/ des Systems 4> in sich selbst. 
Solche Abbildungen, die im folgenden ausschließlich durch Buchstaben e 
(mit Akzenten oder Indizes) bezeichnet werden sollen, gestatten sehr mannig- 
faltige Verbindungen und symbolische Rechnungen, die ich jetzt erkläre, um 
sie später auf unsere Vektoren anzuwenden. Eine Abbildung e von in 
in sich selbst erzeugt aus jedem Element (p des Systems ^P ein mit ecp» zu 
bezeichnendes Bild, welches wieder eine in enthaltene Funktion ist, und 
die Abbildungen e, e' gelten stets und nur dann für eine und dieselbe — 
was durch e=^e' ausgedrückt wird — , wenn für jede Funktion q) die Identität 
e(p = e'(p besteht. Aus je zwei Abbildungen e,, ^2 entspringt eine als Produkt 
e^Ci zu bezeichnende Abbildung, welche durch die für jede Funktion (p 
geltende Identität (eye-2)(p = ei(e2(p) =^ e^e^cp erklärt wird und von dem Produkte 
^2^1 wohl zu unterscheiden ist; ersetzt man aber in dieser Definition die 
willkürliche Funktion (p durch ejr/?, wo e^ eine beliebige Abbildung bedeutet, 
so ergibt sich unmittelbar die Geltung des Assoziationsgesetzes 

und hieraus folgt in bekannter Weise die bestimmte Bedeutung eines aus 
m Abbildungen in vorgeschriebener Folge gebildeten Produktes ^i^2.--^m« 
Zwei Abbildungen e,,e2 heißen permutabel ^ wenn ('i<^2 = ^'2^i ist. 

Ebenso sollen Summe und Differenz (e^±e>^ und, wenn l eine 
Funktion in ist, das Produkt le durch 

(ei±e2)(p = ei(p±e2(p und (le)(p = l(e(p>)==le(p 

erklärt werden, und eine symbolische Gleichung von der Form 

(34.) ^ = Äl ^1 + ^2 ^2 + — + Knern = ^K ^\ 1 

WO die X, Funktionen in * sind, soll bedeuten, daß für jede Funktion (p 
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die Identität 

(35.) e(f = :sx,i\(f 

besteht. Ersetzt man (p dnrch e'(p , wo e' eine beliebige Abbildung bedeutet, 
80 ergibt sich, daß die symbolische Gleichung 

(36.) lee'^jkkX.e.e', 

wo l eine Funktion bedeutet, eine notwendige Folge der Gleichung (34.) 
ist, d. h. man darf eine solche Gleichung gliedweise von links mit einer 
Funktion il, von rechts mit einer Funktion (p oder einer Abbildung e' multi- 
plizieren; ebenso darf man solche Gleichungen addieren und subtrahieren, 
wie wenn die Abbildungen e Größen wären. Da ferner ein Vekto?* d alle 
Regeln der gewöhnlichen Differentiation befolgt, so ergibt sich aus (35.) 
ebenso, daß auch die symbolische Gleichung 

(37.) de = 21, de, + 2 dl, e, 

eine Folge von (34.) ist. 

Wir betrachten im folgenden nur solche Abbildungen f, welche 
entweder selbst Vektoren oder Produkte von mehreren Vektoren sind. Hat 
man ein System von m Vektoren ^, , r/^ , . . . d^ und ebenso vielen Funktionen 
^9 ^-2) ••• ^m) so ergibt sich aus der Gleichung (32.), wenn man sie für jeden 
Vektor d, in Anspruch nimmt und von links mit a, multipliziert, daß jede 
Abbildung von der Form 

(38.) d^i,d,^h4.\-\Kd..-^:kKd, 

wieder ein Vektor ist; einen solchen Vektor d nennen wir ahhmtgig von 
den m Vektoren d, , und ebenso sagen wir, daß diese m Vektoren d, von 
einander abhd'ngu) seien oder ein rednzibles System bilden, falls es 
m Funktionen l, gibt, die nicht alle identisch verschwinden, und für welche 
der vorstehende Vektor rf=0 wird. Offenbar tritt dieser Fall immer ein, 
wenn m^n ist; ist aber wi<m, so wird er dadurch charakterisiert, daß 
alle Determinanten ?n-ten Grades, die man aus den m Zeilen und aus 
m Spalten' des Systems 



a„j^*i, W^tl'a, ••• ^'m*^« 
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bilden kann, identisch verschwinden. Wir sagen ferner, die m Vektoren rf, 
in (38.) seien von einander unabhängig oder sie bilden ein irreduzibles System, 
wenn die Forderung d = nur durch das identische Verschwinden aller 
m Funktionen X, erfüllt wird. Bilden yi Vektoren rfi, ^2, ...rf„ ein solches 
irreduzibles System, so läßt sich jedei- Vektor d in der Form 

(39.) d=^ kid, + l2(i2+ '" + K(ln = ^Kfh 

darstellen, wo die r Funktionen l^ durch d vollständig bestimmt sind. Ein 
solches System bilden offenbar die n partiellen Derivationen ^— , und die 
vorstehende Gleichung geht dann in 

r ß 

d=JLdx^-^ — ^ 

oaur 

über, die mit (32.) übereinstimmt 

Wir wollen jetzt zwei beliebige Vektoren rfi, r/j betrachten und die 
daraus entspringenden Produkte r/^^/s und (kdi mit einander vergleichen. Zu- 
folge (32.) ist 

wo r, s die Indizes 1, 2, ... /i durchlaufen, und da jeder Vektor die Regeln 
der totalen Differentiation befolgt, so wird 

und ebenso durch Vertauschung von rf,, d^ 

d^d,(p^JS^£-ch<U+Z^{^^^^ 

vertauscht man in der letzten Doppelsumme die beiden von einander un- 
abhängigen Summationsbuchstaben r, s mit einander, so ergibt sich aus der 
Annahme (28.) ihre Identität mit der Doppelsumme, welche in der Darstellung 
von did2(p auftritt; durch Subtraktion erhält man daher die Gleichung 

r f^ ff) 

in welcher nur die Derivierten erster Ordnung der willkürlichen Funktion (p 
auftreten. Definiert man daher eine neue Operation oder Abbildung (^1, t/a) 
durch 

(40.) (r/, , d,) = d.d^- d^d, = - (r/^, d^) , 
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SO wird 

(41.) ((!,, ^2)y = i|j(rfi, rf2).iV, 

und darch Vergleichung mit (32.) ergibt sich der wichtige Satz, dafi diese 
Abbildung (r/i, ^2) wieder ein Vektor ist. Dieser Satz ist meines Wissens 
zuerst von Jacohi gefunden (in § 23 der nachgelassenen Abhandlung Nova 
methodus, aequationes differentiales partiales primi ordinis inter numerum 
variabilium quemcunque propositas integrandi, dieses Journal Bd. 60) und 
bildet eine wesentliche Grundlage seiner Untersuchungen über die partiellen 
Differentialgleichungen. Ich bemerke ausdrücklich, daß die von ihm mit 
i4, B bezeichneten Operationen vollständig identisch mit unseren Vektoren 
sind; daß aber diese Operationen nicht nur die Gesetze der totalen Diffe- 
rentiation befolgen, sondern daß gerade in dieser, alles andere einschließenden 
Eigenschaft ihr ganzes Wesen besteht, scheint nirgends deutlich erkannt und 
in aller Schärfe ausgesprochen zu sein. 

Daß zwei Vektoren dx^di ponnuiahel sind, daß also dxd^^d^d^ ist, 
wird jetzt durch (d,, d^ — ausgedrückt. Wir betrachten nun drei beliebige 
Vektoren rf^, d^^ r/3 und bilden daraus die Abbildung 

(42.) (rf,; d,, d,)^d,(d,, r/3)-(rf„ r/3)rf, = -(rf,; d,, r/,), 

welche zufolge des eben erhaltenen Fundamentalsatzes ebenfalls ein Vektoj- 
ist; verfährt man nach den bei (34.), (36.), (37.) angegebenen Regeln, so 
so erhält man 

(dl] d^, di)=^{d,d2d^-\' d^d.id,)''{d^d^d, + d.d^d^)^ 

und hieraus ergibt sich durch zyklische Vertauschung und Addition der Satz *) 

(43.) (ih ; d,, r/3) + (e/^; ^/3, rf,) + (r/3; r/, , r/,) = 0. 

Wenden wir dieselben Regeln auf die Gleichung (38.) an, die wir 
wieder in der Form 

(44.) r/ = i';L,rA 

darstellen, und bezeichnen wir mit r/' einen beliebigen Vektor, so erhalten wir 

diu = 21, d, d\ dUl = SX, dUl, + -iW'i. d, ; 



*) Derselbe Satz findet sich in dem angeführten Werke von JJe (Abschnitt 1, 
Kapitel f), § 26). 
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subtrahiert man die erste Gleichnog von der zweiten nnd wendet die Symbolik 
(40.) an, so ergibt sich die Vektorgleichnng 

(45.) (d\ d) = 2:x,{d\ d,) + 2:d'K d, 

als eine notwendige Folge von (44.). 

Bezeichnet man die ans einem Vektor d durch Wiederholung ent- 
springenden Abbildungen dd^ ddd... resp. mit d^^ d^ ...^ so gelten auch für 
diese Operationen die gewöhnlichen Regeln der Differentiation, z. B. 

^ OXr OXrÖXf '^ * 

Genügen die n Differentiale dx^ den partiellen Differentialgleichungen 
(p.r,. = (was z. B. immer dann eintritt, wenn sie konstant sind), so folgt 

und wenn man für (p eine ganze homogene Funktion zweiten Grades 
F=F(xi^ X2^ ...x^) wählt, so wird 

(46.) d:'F=^2F(dx,,dx,,...dx,). 

Im Falle /i = 2 wollen wir mit x^ y die unabhängigen Variabein und 
mit d einen Vektor bezeichnen, der den Bedingungen d^x = d^y = genUgt 
Betrachten wir nun eine binäre quadratische Form 

(47.) F= F{x, y) = Ax" + Bxy + Cf 

und setzen deren Diskriminante 

(48.) J5^-44C = Z), 

so wird 



dF^{2Ax + By)dx^{Bx-\-2Cy)dy 

= x(2Adx + Bdy) + y{Bdx + 2 Cdy) 



(49.) 

nnd 

(50.) \d'F=Ada?^-Bdxdy-\- Cdy" = F(dx, dy) . 

ad 



Diese Gleichungen lassen sich, wenn man die Multiplikation der binären 
Substitutionen benutzt, auch in der Form 

Journal für Mathematik ßd. 129. Heft 1. ;( 



18 Dedekindy über binare trilineare Formen und die Komposition usw. 

darstellen, und aus dem Satze Ober die Determinante eines Produktes von 
Substitutionen ergibt sich 

(52.) r/P - 2 F(PF=^ T){xdy - %jdx)\ 

Es braucht aber kaum gesagt zu werden, daß dies nichts anderes ist als 
der bekannte, auch in § 1 benutzte Fundamentalsatz fUr die Transformation 
einer binären quadratischen Form F von der Diskriminante D durch eine 

binäre Substitution (, ^ ^ J ) und daß der vorstehende Beweis ganz nnab- 
hängig von der hier vorgetragenen Theorie der Vektoren ist; der Satz sollte 
nur im Anschluß an diese Theorie in einer solchen Form dargestellt werden, 
wie wir ihn demnächst gebrauchen werden. 

§4. 

Wir kehren jetzt zu der in § 1 geführten Untersuchung zurück, um 
sie in anderer Form zu wiederholen und fortzusetzen. Wir betrachten, wie 
dort, drei Paare von unabhängigen Variabein (.r,, y,), (.Tj, t/j), (0:3, 3/3), die 
wir kurz die Paare Ji, ^2? -3 nennen, und wollen in diesem sechsfach aus- 
gedehnten analytischen Räume die Eigenschaften einer binären trilinearen 
Fonn H untersuchen, d. h. einer ganzen Funktion, welche in bezug auf 
jedes der drei Paare homogen vom ersten Grade ist. Hieraus folgt zunächst 

/c:o^ TT dll , 811 dH , dif dH , dll 

(53.) H= X, -^-^- + y,-^^- ~ .r. ^- + y, -^-- = x, -^- + y, -^- . 

Bezeichnen wir (wie in § 1) mit 7\s, t irgend eine Permutation der 
drei Indizes 1, 2, 3, so können wir drei Vektoren rf,, ^/j, d^ durch die gemein- 
same Definition 

dg>dH dtp dll 



(54.) (Kv> — 



dxr dyr dyr dxr 



einfuhren, wo y, wie immer im folgenden, jede willkürliche Funktion der 
sechs Variabein bedeuten soll. Zufolge (32.) ist daher 

nnd 

(56.) d, X, = (lyy, = (ly.r, = (1^1/, = ; 

für den Vektor ü^ verhalten sich daher die Paare v,, z, wie Konstanten, 



Dedekindj Hier bim'ire trilineare Fontien und die Komposition usw. 19 

Während d^Xy^ dyj/r bilineare Funktionen dieser beiden Paare, also konstant 
in bezog auf das Paar z^ sind. Ist daher (p homogen in bezug auf jedes 
einzelne Paar und zwar vom Grade ?/v in bezug auf ^^, so ist (fr(p homogen 
von den Graden wv-1, ^w, + l, m^+1 in bezug auf die Paare z^^ ^„ Zf. 
Aus (54.) folgt zunächst 

(57.) d,H=:0, 

und zufolge (55.) nehmen die Gleichungen (53.) die Form 

(58.) // = y, d, X, - X, d, y, 

an. 

Um nun den in (40.) erklärten Vektor {dr^ d,) = -- (d,^ d^) zu bilden, 
entwickeln wir die Gleichung (57.), indem wir die Operation d^ an dem 
Ausdruck (58.) mit Rücksicht auf (56.) vollziehen, woraus ysdrdtX^==x^d^d,y^ 
folgt; setzt man diese durch X und ?/,, also auch durch x,y, teilbare 
ganze Funktion =a:,?/,F^, , so wird 

(59.) dr d, X, = X, F,^ , , d, d, y, = y, F,^ , . 

Da nun d,x,^ d,y^ bilineare Funktionen von z^^z^^ also d^d^x, und d^d.y, 
homogen vom ersten Grade in bezug auf j^, vom zweiten Grade in bezug 
auf Zf und frei von z^ sind, so ist F^^, eine binare quadratische Form des 
Paares z^ mit konstanten Koeffizienten. Zufolge (56.) ist nun 

mithin können wir die Gleichungen (59.) durch 

{dr, <) A', = ;r,F,,„ (</„ d,)y,^y, /;, 

ersetzen; vertauscht man r mit s, wodurch (jK^d^ in (d^,dr) = — (dy,d,) 
übergeht, so folgt hieraus 

(dr, d,) Xr = - Xr I\r, (dr, rf,) ?/, = - //, F,r, 

wo F,r ebenfalls eine quadratische Form des Paares z^ bedeutet. Da ferner 
die Variabein a:,, ?/, sich für beide Vektoren rf^, rf, wie Konstanten verhalten, 
80 ist {dr,d,)x, = 0, {dr,d,)y,^0. 

Hiermit ist der Vektor (rf^, d,) vollständig bestimmt, und zufolge 
(32.) wird 

(60.) W,rfO<,-f„,(-.|5+J.||)-f..,(-,g + y-|i). 



y» 



3 
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Dies Resultat gibt Veranlassung, drei neue, von der Form H ganz 
unabhängige Vektoren e^^e^^e^ durch die gemeinsame Erklärung 

(61.) ^'y = ^^l£ + ^'lj 

einzuführen, woraus 

(62.) e,X,^X,, Brllr^yr 

und 

(63.) e, X, = er y, = e, x, ^e,y,^0 

folgt Daß eine Funktion (p homogen in bezug auf das Paar z^ und zwar 
vom Grade w,. ist, wird jetzt durch e.rp^vi^ip ausgedrückt; die Gleichungen 
(53.) lauten daher 

(64.) eJI=H, 

und die Gleichung (60.) geht über in 

(rf„ rf,) (p = h\, e, (p - Jf^;, e, (p. 

Setzt man nun y = //und bedenkt, daß zufolge (57.) auch (r/^, (QH=Q 
ist, so erhält man (F^, — F,,.) //=0, und da wir annehmen, daß die Form // 
nicht identisch verschwindet, so ergibt sich t\, = F,r (was übrigens auch 
in dem ausgeschlosseneu Fall //= gelten würde, weil zufolge (55.), (59.) 
dann beide Formen F^ ,, F, ,. identisch verschwinden); wir dürfen daher diese 
quadratische Form des Paares z^ einfacher durch F^ — Ft^Xf^yi) bezeichnen, 
und zugleich nimmt die vorhergehende Gleichung die Form 

(65.) (r/„ (Q (p = F, {e, (p - e, (p) 

an, welche nach (34.) symbolisch auch durch 

(66.) (^/o ^0-^.(^,-0 

ausgedrückt werden kann, und die Gleichungen (59.) lauten jetzt 

(67.) d,d,x,^x,F,, d,d,ij, = y,Ft. 

Daß übrigens die durch die erste Gleichung (59.) vollständig definierte 
Größe F^,«, symmetrisch in bezug auf r, s ist, hätte man schon dort leicht 
zeigen können; denn setzt mau in (54.) die willkürliche Funktion 

, dH 
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80 erhält man 

jj, d'H dB d'H dB 

• **»* dxrdy, dyr djfrdy, dxr ' 

und da die hier auftretenden Derivierten zweiter Ordnung ebenso wie l\^ 
nur noch die beiden Variabein a,, y^ enthalten, so ergibt sich die genannte 
Symmetrie durch partielle Derivation nach eX*,, und wir erhalten für die Form 
^r,, = ^*,r = ^i den Ausdruck 

TJm jetzt den Zusammenhang der gegenwärtigen Untersuchung mit der in 
§ 1 deutlich zu machen, bemerke ich Folgendes. Identifiziert man die 
Form // mit der dort in (12.) dargestellten Funktion, so sind die Kon- 
stanten «0, /?o, a^, ßr resp. die Koeffizienten von .i\X2X^^ Uxlliyzi ^rUsV^i Ur^^^^n 
die in (55.) erklärten Größen rf^^v? (irVr sind identisch mit den Funktionen 
JC» Yr in (lO.)j nnd der vorstehende Ausdruck für t\ stimmt vollständig mit 
der dortigen Definition (1.) der drei Formen i\^ l\^ L\ Uberein. — 

Den Satz (65.) wenden wir jetzt auf zwei Beispiele an. Setzt man 
zuerst (p = F,^ so folgt 

(69.) dAK = 2l\t], 

weil d^F, = Ü, e,F, = 2F,^ eJ\^Q ist. Setzt man zweitens (p^d^x^ und be- 
denkt dafi diese Funktion bilinear in bezug auf die beiden Paare z^^ z^^ 
daß also 

(70.) e, dtXi = e^dtXt = d^x^ 

ist, so erhält man d^d^d^Xt^^d^d^d^x^^ zufolge (67.) ist aber rf,rf<*re = a;<i^'^ und 
drd^x^^x^F,^ mithin wird dr(x^F^^d,(XtFi)^ und da x^ für beide Vektoren 
dr^ d, konstant ist, so folgt der wichtige Satz 

(71.) dX^d.F,. 

Diese Funktion ist also symmetrisch in bezug auf alle drei Indizes 
1, 2|, 3 und offenbar eine neue trilineare Form, die wir mit H' bezeichnen 
und die zu H adjungierte Form nennen wollen; es ist also 

(72.) E=^d,F,^d,F,^d^F,, 

und der Satz (69.) geht in 

(73.) d^ir^d'^Fr^iF.F, 
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über. Da zufolge (55.) der Vektor d^ den Bedingungen dlxr=^clj:yr = 
genügt, 80 können wir hier die am Schlüsse von § 3 bewiesenen Sätze 
(50.), (520 anwenden. Zufolge (50.) läßt sich die Gleichung (73.) auch 
in der Form 

(74.) i:(rf,.r,,r/,y,) = 7^:F, 

darstellen, und dies Resultat ist offenbar vollständig identisch mit dem 
Hauptsätze (1 1.) in § 1, welcher dort auf ganz anderem Wege bewiesen ist. 
Bezeichnet man ferner mit 1)^ die Diskriminante der Form L\j so folgt aus 
(52.) die Gleichung 

(I, F^ ^ 2 F,(IIF, = 1\ Cr, d^yr - yrdx,)\ 

welche zufolge (72.), (73.), (58.) die Form 

ir^^F,FJ\^DJP 

annimmt; da F^F.Ft^ F^F^F^ und //,//' symmetrisch in bezug auf die 
Indizes 1, 2, 3 sind, so folgt hieraus, daß die Formen F^^ F^^ F^ dieselbe 
Diskriminante 

(75.) J) = J\ = 7)2 = A 

besitzen, was mit dem Satze (3.) in § 1 Übereinstimmt, und zugleich ergibt 
sich, daß zwischen den beiden trilinearen Formen //, //' und den drei 
quadratischen Enormen 7^, Fj, F^ die Identität 

(76.) H''^DH'=^4:F,F,F, 

besteht. 

Der Satz (71.), auf welchem die Einführung der zu // adjungierten 
Form //' beruht, läßt sich auf einem zwar nicht kürzeren, aber mehr 
symmetrischen Wege beweisen, den ich hier noch andeuten will. Aus den 
Definitionen (55.), (56.), (62.), (63.) ergibt sich leicht die Vektoridentität 

(77.) ^d,,e,)-^^dr, 

vertauscht man r mit s und subtrahiert, so folgt (rf,, ^'. — eJ^O, d. h. die 
beiden Vektoren d^ und (e, — e^) sind permutabel. Unterwirft man daher die 
Gleichung (66.) nach der in (45.) angegebenen Regel dem Vektor rf, und 
benutzt das in (42.) erklärte Symbol, so erhält man 

(78.) {dr,d,,d)=^d,F,{e,^er), 
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und aus dem Satze (43.) folgt 

da aber die drei Vektoren ^j, ^27 ^3 zufolge ihrer Definition (62.), (63.) 
offenbar ein irredazibles System bilden, so müssen die drei Differenzen 
(d^Fr'-cf^F,) identisch verschwinden, wie zu beweisen war. 

Ich bemerke endlich noch Folgendes. Wenn für eine partikuläre 
Form // die Form F^ identisch verschwindet, so muß zufolge (72.), (74.) 
auch H' und mindestens eine der beiden Formen /^2? ^3 identisch ver- 
schwinden. Man findet leicht, daß das Verschwinden der beiden Formen 
Fi^Fi stets und nur dann eintritt, wenn //=A,, 2 A3 ist, wo A,,2 eine bilineare 
Funktion der Paare Ji, ^2, und ^3 eine lineare Funktion des Paares z^ be- 
deutet Verschwinden alle drei Formen F^^ F^^ F^^ so ist //=//, A2A3 ein 
Produkt von drei linearen Faktoren, und umgekehrt. 

§5. 

Es liegt nahe, die eben geführte Untersuchung von der Form H auf 
die zu ihr adjungierte Form H' zu übertragen. Bezeichnet man mit ^^, Fl 
die Vektoren und quadratischen Formen, die hierbei aus den auf // bezüg- 
lichen Vektoren und Formen d^, F^ hervorgehen, während die in (61.) 
erklärten Vektoren e^ ihre von H gänzlich unabhängige Bedeutung behalten, 
so ist 

fnq\ V _3(P dB' _9q> dB* ^ 

^ '^ ^^ dXr dl/r dl/r dXr ' 

hieraus folgt zunächst die mit (57.) analoge Gleichung 
(80.) cr,H' = 0, 

und durch den Vergleich mit (54.), (73.) ergibt sich 

(81.) < //= - djr « - 2 F, F, ; 

ebenso entspricht der Gleichung (64.) die Gleichung 

(82.) e,H'=^rr. 

Sodann bemerken wir, daß die drei Vektoren c/^, e^, e/^ gewiß ein 
rednzibles System bilden, weil die beiden Paare j,, z^ sich gegen sie wie 
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Konstanten verhalten; es mnfi also eine Identität von der Form 

bestehen, wo >t, l\ // Funktionen bedeuten, die nicht alle verschwinden; 
unterwirft man dieser Identität die beiden Formen /T, //' und berücksichtigt 

(57.), (64), (80.), (81.), (82.), so folgt 

A'(-2/:i^;)+/^//=o, ;.(2/;7^,)+/ti/'=o, 

mithin wird 

(83.) - H\l,+ ridl+ 2 F,F,e, = 0. 

Wendet man dieses Resultat auf die Funktion F^ an und bedenkt, 
daß d,F,^ir, e,F,= 2Fr ist, so folgt 

^H''+H(rX+4.FrF,F, = 0, 

und zufolge (76.) ergibt sich 

(84.) d,F,=DH. 

Überträgt man jetzt den Satz (66.) auf die Form //', so erhält man 

«,rf:)^F;(.,-o, 

was als Definition der quadratischen Form F\ angesehen werden kann. 
Läßt man diesen Vektor auf die Form F, wirken, so wird die rechte Seite 
= 2F,Fr, da ferner dlF^^^^O, dlF^DH, also (dl, d[)F, = d'r(r,F,^Dd',H 
= D(^2F,F,) ist, 80 folgt 

(85.) F, = ^J)Fr, 

die gemeinsame Diskriminante // der drei Formen F[^ Fj, F'^ ist daher 

(86.) ry=rß, 

und die vorhergehende Vektoridentität wird 

(87.) «, dl) = - T)F, (., - O = - 1) (rfr, <) . 

Endlich folgt aus der Definition (72.) der zu // adjungierten Form H\ 
daß die zu IT adjungievte Form =d[F[ = '-Dd'tFi='- D'^H, also die mit 
(—7)^) midtiplizierte erste Form H ist, und hiermit leuchtet ein, daß die 
Identität (76.) bei dem Übergang von H zu //' sich nur mit (— /^O ™^1" 
tipliziert. — 
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Die Form H und ihre Adjungierte IT bilden die Basis einer Schar 
von nnendlich vielen trilinearen Formen 

(88.) ir=Hp+H'q, 

wo p, q zwei willkürliche Konstanten bedeuten. Behandelt man eine solche 
Form //" ebenso wie // in § 4 und definiert drei ihr entsprechende Vektoren 
d; durch 

(89.^) d" w = ^^ ^— — ^^ ^^" 

^ '^ ^ ^ dXr dl/r dl/r 3 Xr ' 

80 wird offenbar 

(90.) d'JH'J^O, (r; = pdr + qdl, 

und aus den für die Vektoren (Z^., d^ gefundenen Resultaten ergibt sich^ 
(91.) cj;H=^2FJ,q, d'J rr= + 2 F^F^p, 

(92.) ir;F=irp+DHq, 

also 

(93.) «', d':)F = d';d':F=2FJ\m, 
wo 

(94.) m = p''-^Dq\ 

Die aus der Form //" entspringenden quadratischen Formen F[\ F^^ F'^ 
sind nach (66.) durch die Vektoridentität 

«, rf:>i^r(.,-o 

zu erklären, und aus (93.) folgt 

(95.) F'; = mF,, 

(96.) {d;,d:) = mF,{e,^e^)^-m{dr, <). 

Die Trias der zu den trilinearen "Formen IV der Schar (88.) ge- 
hörenden quadratischen Formen ist daher invariant^ wenn man von geraein- 
samen konstanten Faktoren m absieht. Drei solche Formen (95.) besitzen 
die gemeinsame Diskrirainante 

und für die zu ir adjungierte Form H''*=(r;F'; findet man nach (95.), (92.) 
den Ausdruck 

(97.) ir=m(ffp+J)Hqy, 

diese Form ist daher ebenfalls in der Schar (88.) enthalten. 
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Um endlich die aus (76.) hervorgehende Identität 

(98.) H"" - D" H'" = 4k F[' Fi' F3" 

zu bestätigen, wollen wir die QuadratiDurzeln aas den Diskriminanten D 
und U'=Dm^ einführen und ihren Zusammenhang immer so bestimmen, daß 

(99.) 1/Z)"=ml/Z) 

wird; dann folgt aus (88.), (97.) die Gleichung 

(100.) ^ H'''+H"Vrr=m(p+q^D)(ir+ii\^Dy, 

ersetzt man hierin ^D durch —^D, also auch ^fy durch — f^//', und multi- 
pliziert beide Gleichungen mit einander, so folgt 

was zufolge (76.), (95.) mit der zu beweisenden Gleichung (98.) tlber- 
einstimmt. — 

Der in (96.) erhaltene Satz gibt noch zu folgenden Bemerkungen 
Veranlassung. Entwickelt man den Vektor (rfj.', cVJ) nach den in § 3 an- 
gegebenen Regeln aus der Definition (90.), so wird 

O'ö d:) =/ (rf„ d:)Jrpq {0/„ <i:) + «, ^O} + q' (dl, o; 

die Vergleichung mit (96.), wo m^p^^Dq^, ergibt daher wieder den Satz 
(87.), und da der mit pq multiplizierte Vektor verschwinden muß, so erhält 
man den neuen Satz, daß der Vektor 

(101.) (d,,d:)^(c/,,d:), 

also symmetrisch in bezug auf die beiden Indizes r, s ist. Dasselbe Re- 
sultat ergibt sich auch, wenn man nach der in § 3 angegebenen Regel (45.) 
die Identität (83.) dem Vektor d, unterwirft und hierbei die Sätze (66.), (77.) 
benutzt; auf diese Weise erhält man den symmetrischen Ausdruck 

(102.) II(d,,d:)=^F,{2F,d,^ire, + 2F,d,--H'e.\, 

der sich aber noch einfacher darstellen läßt. 

Führt man nämlich noch drei Vektoren (T,, f^a, (^3 durch die ge- 
meinsame Erklärung 

• jQQN y _ ^y ÖJ'^r dcp dFr 

^ *■ ' "" dXr df/r dl/r Ö^r 
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ein, ) so folgt unmittelbar 

(104.) ^rK = 0\ 

vergleicht man ferner (103.) mit den Definitionen (54.), (79.) und berück- 
sichtigt (72.), (84.), so erhält man 

(1050 S,H^^d,Fr = ^H\ ilir^^dlFr^'-DH. 

Die drei Vektoren J"^, ^/^, e^ bilden offenbar wieder ein reduzibles System, 
und wenn man ähnlich verfährt, wie bei der Herleitung des Satzes (83.), 
indem man die beiden vorstehenden Ausdrücke für S^ K^ ^K JJ benutzt, so 
ergibt sich 

(106.) HÖ, = 2F,d,^ire,, 

wodurch die Gleichung (102.) in 

(107.) {d,,d;) = F,(d\^-d:) = {d,,d:) 

übergeht. Eliminiert man aus den beiden Gleichungen (83.), (106.) einmal 
rf^, dann e^, mit Rücksicht auf (76.), so erhält man noch zwei ähnliche 
Relationen, die sich aber auch aus (104.), (105.) ableiten ließen; das System 
dieser vier Gleichungen, durch welche die Abhängigkeit von je drei der 
vier Vektoren ö^, rf^, c//, S^ ausgedrückt wird, ist das folgende: 

^DHe, * +2F,^;- //'(5, = 0, 

IFe, "^F.d, * + HÖr = 0, 

-2F,i^,e,+ irdr-- Ildl * =0. 



(108.) 



§6. 

Da jede binäre quadratische Form ein Produkt von zwei linearen 
Faktoren ist, so folgt aus (76.), daß jede der beiden konjugierten trilinearen 
Formen 

(109.) U^\{ir + HYD\ V=^(iH'-^HVD), 

deren Produkt 

(110.) UV^F.F^F, 



*) Ich bemerke beiläufig, daß hieraus djxr^Dxr^ dryr^Dyr folgt. 

4* 
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ist, und welche als spezielle Fälle in der Schar der Formen (88.) enthalten 
sind, ein Produkt von drei linearen Faktoren ist. Wir nehmen im folgenden 
an, daß H eine allgemeine Form ist, d. h. daß ihre acht Koeffizienten a, ß 
willkürliche Konstanten sind, und bezeichnen mit 

(111.) A, = .r, + a>,y„ fi.^^Xr^ri^'ryr ' 

lineare Funktionen des Paares ^^, in denen die Variable x^ den Koeffizient 1 
hat. Bezeichnet man ferner die Koeffizienten der Formen f\ wie in (1.), 
so kann man zufolge (110.) gleichzeitig 

(112.) U=Ll,}.^h, V=Mfi,u,^u, 

und 

(113.) K = A,Kft, 

setzen, wo L, M Konstanten sind, die der Bedingung 
(114.) LM = A,A,A, 

genügen,*) und die Konstanten c/^, wl sind als Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung in ihrem Komplex durch 

(115.) A^o), + wi)=Br, 4w, (/>;= c; 

bestimmt; es kommt darauf an, sie genau von einander zu unterscheiden. 

Läßt man die Form H" in (88.) mit der Form U in (109.) zusammen- 
fallen, indem man 2p = VD, 2q = l setzt, und behält für diese spezielle 
Form H"= U die Vektorbezeichnung cT/ bei, so verschwindet die Konstante m 
in (94.), mithin verschwinden zufolge (95.) auch die drei quadratischen 
Formen Fl' identisch, was mit den am Schluß von § 4 gemachten Bemer- 
kungen vollständig übereinstimmt. Aus der Definition von dj und aus (112.) 
ergibt sich sodann 

und hieraus folgen die beiden Gleichungen 

deren erste auch eine unmittelbare Folge der Gleichung d'J H" =^dl! U=0 

*) Bezeichnet man die den Koeffizienten a, ß der Form H entsprechenden 
Koeffizienten von i/' mit a\ ß\ so ist offenbar 2L = oJ, + «0 I^^j'^-*'=«o"~^oV-^* 
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ist. Zufolge (113.) wird daher 

öT; jF, = A, K <'//, = A, U(a), - a>;) , 
nnd da andererseits die Gleichung (92.) in 

übergeht, so ergibt die Vergleichung beider Ausdrücke das unterscheidende 
Resultat 

(116.) AXiOr-ojD^VD. 

Verbindet man dasselbe mit (115.), so folgt 

(117.) 0),= -"2^-- , <'^r = - 2^7 - » 

nnd hierdurch sind die sechs linearen Funktionen l^^ //,. vollständig bestimmt. 
Wir kehren nun noch einmal zu den durch die Form H gegebenen 
Vektoren d^ zurück, um ihnen die Funktionen U, V, k^, /t^ zu unterwerfen. 
Da d.H^O und d,H'=2F,F, ist, so folgt aus den Definitionen (109.) 

d,U=d,V^F,Fr, 

andererseits ergibt sich aus den Darstellungen (112.) 

d, U = Lk,k, d, l, , rf, F = Mfi, u, d^ //, ; 

vergleicht man diese Ausdrücke mit einander und berücksichtigt (113.), (114.), 
so folgt 

(118.) A^dx = -'A'^/^, Kdrffr = J^ KK, 

und die vorhergehenden Ausdrücke vereinigen sich in 

(119.) d,U==drV=--F,F,=^ A,d,Kd,u,. 

Bedenkt man nun, daß die homogenen linearen Funktionen ^^, //^, wenn 
x^, i/r durch rf^av, d,.yr ersetzt werden, in rf^A^, rf^//y übergehen, so läßt sich 
diese letzte Gleichung zufolge (113.) auch in der Form 

K(d,x,, d,y;)^F.F, 

darstellen, die wir früher in (74.) erhalten haben, und die, wie schon bemerkt, 
mit dem Hauptsatze (11.) in § 1 übereinstimmt. Die Gleichungen (118.) 
dagegen enthalten eine wichtige Ergänzung zu diesem Transformationssatze, 
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weil sie lehren, in welcher Weise hierbei die beiden Linearfaktoren von jF^ 
sich transformieren, und dies ist von Bedeutung für die Art, in welcher nach 
Gauß die Formen F„ F^ in die Transformation eintreten (vergl. den Schloß 
von § 2). 

In ähnlicher Weise folgt aus (105.), wenn man den Vektor dr auf 
die Darstellungen (109.), (112.) wirken läßt, 



(120.) 






und hieraus nach (113.) wieder die Gleichung (104.). 



§7. 

Es ist schon in § 1 bemerkt, daß die Diskriminante D der drei Formen 
F^^ Fg, F3 eine homogene Funktion vierten Grades von den acht Konstanten 
r)f, ß ist, welche nach § 4 zugleich die Koeffizienten der Form /f sind. Ich 
will jetzt zum Schluß noch auf die beherrschende Stellung aufmerksam 
machen, welche diese Funktion 1) einnimmt, indem ich nachweise, daß aus 
ihren partiellen Derivierten auch die Koeffizienten der zu // adjungierten 
Form H' und die der drei Formen F^, jPj, F^ sich bilden lassen. 

Nach § 4 sind r)f„, /?ü, a^, ß^ resp. die Koeffizienten der Produkte 
^1^-2*^3, 2/12/22/3, ^rV^Vn Vr^s^t ^^ H, d. h. CS ist 



und wir wollen mit «i, /?'„ «J., ß[ die entsprechenden Koeffizienten in der 
adjungierten Form H* bezeichnen. Für die letztere ergibt sich aus ihrer 
Definition (72.) der Ausdruck 

H' = d F =^—-^— ~ 

** ** dxr dyr dyr dxr 



mithin wird 



= (2i..v+ßryr)§f -(^,^.+ 2Cy,)||-, 



^^11 = 2 1 — -7i — ^--« —-2C ^^ 

dXr ~ ' ' dt/r *" ÖJTr' Öj/r '' d^r ' dXr ' 
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and darch fortgesetzte Derivationen erhält man daher 
(121.) I 

Ans den in (2.) angegebenen Ausdrucken fUr die Koeffizienten 
A^, Br^ Cr der Form F^ folgt nun 

dCr dA, dCr dAr fy 



dß,~dar~ """ ~da,- dßr~ '^«' 

dAr _dBr __ dCr _ BBr _ j 

d a. ~ dßr~ "' ' dß;- dar- 1^^ ' 

mithin erhält man mit Rücksicht auf D=sBl — ^ArCr für die Koeffizienten 
von H' die Formeln 

""- ^^'dß,+^- dKr 2dß:' 

,j,_ jj dBr nr ^^'— ^ dD 
a'--2A ^^^A-n ^^- 1^^ 

Ifr=-Br ^^'^.2aH'=-.^|^. 

' dar oor 2 aar 

Bezeichnet man daher mit («, ß) jedes der vier Paare (cf„, /:?o), («,, /i,), 
(^2, /^a), («3» Ä) ö"d mit («', /O ^^8 entsprechende Paar für die Form //', 
so wird 

(122.) „.= |.||,,,= _>.|?.. 

Hieraas erhält man für die beiden Paare («i, ß[)^ («I, /:?!), indem man 
den Ausdruck D==Bl-4:A^C^ beibehält und die Derivierten von A^^ B^^ CV 
gemäß (2.) bildet, die Ausdrucke 

a\ = B,a,^2C,ß,, ß: = 2A,a,^B,ß,, 

\ a[ = B,a,^2Crß., ß[ = 2A,a,-^B,ß,. 



(123.) 



Bedient man sich der Bezeichnung für die allgemeine Komposition von 
rechteckigen, nach Zeilen und Spalten geordneten Gröäensystemen (Matrizen), 
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SO kann man die acht Gleichungen (121.), (123.) in 

^ -^ V24, ^B^ A«^,^ ^:f^^ ^i^^ a/~V„ A', /:?;, «/ 

zusammenfassen; permutiert man die Indizes r, s, tj so erhält man für jeden 
der acht Koeffizienten a\ fl\ drei äußerlich verschiedene Ausdrücke, die alle 
aus (122.) entspringen, wenn man D wie in (3.) durch die Koeffizienten der 
Formen t\ oder F^ oder F^ darstellt. 

Hiermit ist gezeigt, daß die Koeffizienten der zu H adjungierten 
Form H' durch Derivierte erster Ordnung von D dargestellt werden ; durch 
fortgesetzte Derivation erhält man für die Koeffizienten der quadratischen 
Formen Fi, i^j, F^ die folgenden Ausdrücke 



(125.) 



^j. e*Z) . d'D d'D dW 



da^dßs ^ datdßt dardßr da^dß,' 

deren Analogie mit den Darstellungen (2.) von — C^, — /Ir, +Br ersichtlich 
ist; die Ausführung der Rechnung mag aber dem Leser überlassen bleiben. 
Das in (122.) erhaltene Resultat reizt dazu, in dem von den sieben 
Paaren (a, /?), (x^j yi) gebildeten, vierzehnfach ausgedehnten Räume einen 
Vektor ()' einzuführen, welcher durch 

(126.) Ja = «', cT/^ = /:?', dXr^dy.^Q, 

also durch 

(127.) ^y^=2^b?^-afä^) 

definiert wird, wo (p eine willkürliche Funktion bedeutet, und die Summe 
über alle vier Paare (a, ß) auszudehnen ist. Da H eine homogene lineare 
Funktion der Größen a, ß ist, so folgt aus (126.) unmittelbar 

(128.) cyH=H\ 

Ersetzt man cp in (127.) durch 3^, ->s— , so folgt 

uXr ^ yr 

(129.) ,y|£=?dg, ^|5)_öd£ 

^ ^ OXr OiTCr Oyr Oyr 

d. h. der Vektor d ist permutabel mit den Vektoren ^ , -^ ; bedeutet daher 
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V'r eine beliebige Funktion, welche frei von den beiden Variabein x^, yr des 
Paares z^ ist, so hat cJ'i/V dieselbe Eigenschaft, und wenn t^ irgend einen 
der vier in (54.), (61.), (79.), (103.) erklärten Vektoren rf^, Cr^ d'^, S^ bedeutet, 
die alle nur auf das Paar z^ wirken, so folgt hieraus 

weil Srrpr==^r^%=0 Ist. Uui also einen solchen Vektor (cJ", f^) vollständig 
zu bestimmen, braucht man nur noch die beiden Funktionen (J, s^^Xr und 
(rT, €r)yr zu ermitteln. 

Beginnt man mit dem Vektor e^=d^ und berücksichtigt (126.), (128.), 
(129.), so erhält man 

und da zugleich (ß^ rf^)i//^==0 = rf^i//,. ist, so folgt 

(130.) (fy,<)-<. 

Verfährt man ähnlich mit dem Vektor By^e^, so ergibt sich, daß (T 
permutabel mit e,. also auch mit {e.—e^ ist, d. h. es ist 

(131.) (^^O-^O, (r)\^.-O=0. 

Wendet man nun den Satz (43.) auf die drei Vektoren (J, rf^, rf, an 
und bedenkt, daß 

{cK,d.) = FXe.^er), (rf„(y) = -rf:, (c^, <) = < 
ist, 80 folgt zunächst 

{d, i^;(,,-o)-(rf„ rf:)+(rf„ rf:)=o; 

zufolge (101.) ist aber «, d[) = (d,j rf^), und da nach der in (45.) ange- 
gebenen Regel 

id\ F,(e,^er)) = F,{d,e.^er) + ÖF,(e,^e;) 

ist, wo das erste Glied rechts nach (131.) verschwindet, so ist JjP,(e,-e^) = 0, 
und hieraus folgt 
(132.) JF,=0; SA,^i'iB, = iJC, = 0, 

Joarnal für Mathematik Bd. 129. Heft 1. 5 
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also auch 

(133.) (yZ) = 0, 

was übrigens auch unmittelbar aus (127.) folgt. 

Läßt man jetzt den Vektor (130.) auf t\ wirken, so wird 

iU,F, — d,d,F,^d[F,, und da drF, = H\ ^Fr=0, d[F,=DH 

ist, so folgt 

(134.) ^II=d'H'=DH, 

mithin 

(135.) (ra=^(fa' = Da, S'ß=dß'=^Dß, 

was sich auch aus (121.) mit Rücksicht auf dAr^dB^=dCr=0 leicht 
ergeben würde. 

Verfährt man endlich auf dieselbe Weise mit den Vektoren rf^ d^, so 
erhält man, wie der Leser sofort finden wird, 

(136.) (ß, d:,)=Dd,, {d, J,) = 0. 
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über komplexe Primzahlen in Linearformen 

Von Herrn H. Webei* in Straßburg. 



Eitdeituug. 

MJirichlet stützt seinen berühmten Beweis von der unendlichen Anzahl 
von Primzahlen, die in einer Linearform enthalten sind, bekanntlich auf 
seine Theorie der Klassenzahlen quadratischer Formen. Die hauptsächlichste 
Schwierigkeit, die zu überwinden war, bestand in dem Beweise, daß die 
Grenzwerte gewisser unendlicher Reihen von Null verschieden sind. Zu 
diesem Zweck teilt Dirichlet diese Summen in drei Arten ein, deren erste 
nur eine Reihe mit unendlichem Grenzwert hat und dem Hauptcharakter 
entspricht; die zweite Art entspricht den Anzeps-Charakteren und die dritte 
den übrigen Charakteren. Dirichlet führt die Grenzwerte der zweiten Art 
auf die Klassenzahl der quadratischen Formen zurück, woraus ihr Nicht- 
verschwinden folgt, und dann läßt sich dasselbe für die Reihen der dritten 
Art durch gewöhnliche Grenzbetrachtungen erweisen, die zwar durchaus 
einwandfrei sind, doch aber einigermaßen aus dem Geiste der Methode 
herausfallen. Zieht man aber statt der Klassenzahlen der quadratischen 
Formen die Klassenzahlen der Kreisteilungskörper heran, so erledigt sich, 
wie Dedekind bemerkt hat, die Frage für die beiden Arten von Reihen mit 
einem Male.*) 

Dirichlet hat seine Methode auch angewandt auf Linearformen mit 
komplexen Koeffizienten und hat, um auch hier den Nachweis von den 
unendlich vielen Primzahlen zu liefern, die Theorie der Klassenzahlen der 



*) Dirichlet " Dedeki7id Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Auflage, Braun- 
schweig 1894. S. 624. 
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m 

quadratischen Formen mit komplexen Koeffizienten ausgebildet.*) Aber 
auch hier kann man, indem man statt der Kreisteilung die Lemniskaten- 
teilung benutzt, ohne die Unterscheidung der zwei Arten von Reihen zum 
Ziele kommen. 

In meinen drei Abhandlungen über Zahlengruppen in algebraischen 
Körpern**) habe ich die allgemeinen Grundsätze entwickelt, nach denen 
viel weitergehende Fragen nach der Verteilung der Primzahlen (oder Prim- 
ideale) in gewissen Zahlengruppen entschieden werden können, die ich hier 
für den einfachsten Fall durchführen und zum Andenken an die hundertste 
Wiederkehr des Geburtstages von Dirichkt veröffentlichen will. Es kommt, 
wie man sieht, in letzter Instanz dabei auf den Nachweis eines höheren 
algebraischen Zahlkörpers von einer bestimmten Beziehung zu dem ursprüng- 
lich gegebenen Körper an, den man den Klassenkörper nennt. Solche 
Klassenkörper sind aber bis jetzt nur in den Fällen näher bekannt, daß der 
ursprünglich gegebene Körper rational oder quadratisch mit negativer Dis- 
kriminante ist, und in diesen Fällen wird er durch die komplexe Mnltiplikation 
der elliptischen Funktionen gegeben. Mit jeder dieser Fragen hängt dann 
auch ein Satz über den Grad eines solchen Körpers zusammen. 

§ 1. 

Der Gmtßsche Zahlkörper. 

Es sei J der Gaußsche Zahlkörper, d. h. der Körper zweiten Grades, 

der aus dem Körper R der rationalen Zahlen durch Adjunktion von i = V— 1 
entsteht. Die ganzen Zahlen m ./sind die Zahlen der Form x + yi^ worin 
X und y ganze rationale Zahlen sind. In J sind nur die vier Einheiten 

(1.) f = -M,--l,+^-^ 

enthalten, und je vier Zahlen in J wie •?, — I, ^^, — /$ heißen assoziiert. 
Unter der Norm einer komplexen Zahl ^ = x-\'yi versteht man die positive 
rationale Zahl 

(2.) iV(l)=.^'+y^ 

*) Vgl. die AbhandluDgen XXX, XXXI, XXXII io Dirichhis Werken Bd. I 
S. 503 — 617, ferner Uilbert, über den Z>iWrA/^fschen biquadratischen Zahlkörper. Mathe- 
matische Anualen Bd. XLV. S. 309—340. 

") Mathematische Annalen Bd. XLVlIf, XLIX, L. 
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Assoziierte Zahlen haben dieselbe Norm. 

Die Primzahlen in J sind die Primfaktoren der natürlichen Primzahlen. 

Die natürliche Primzahl 2 ist wegen 

(3.) 2 = - ^ (1 + 0^ 

mit dem Quadrat der komplexen Primzahl (1 + assoziiert. Die un- 
geraden natürlichen Primzahlen zerfallen in zwei Arten, nämlich erstens 
solche von der Form 4/^ + 3, die auch in -/Primzahlen sind, — wir bezeichnen 
sie, wenn unterschieden werden soll, mit y, — und zweitens solche von der 
Form 4/i+l, die wir mit p bezeichnen und die in ./in zwei konjugiert 
imaginäre Faktoren p, p' zerlegt werden: 

(4.) ;; = pp'. 

Betrachtet man also assoziierte Primzahlen als nicht wesentlich verschieden, 
so gibt es in J keine andern Primzahlen als 

(4.) l + ^P,? 

und es ist 

(5.) iV(l + = 2, A^p)=2>, NQl)^q\ 

Die Primzahlen l + i und p heißen vom ersten Grad, q vom zweiten Grarf, 
weil die Normen der beiden ersteren natürliche Primzahlen sind, während 
die Norm von q das Quadrat einer natürlichen Primzahl ist. 

Es sei nun u irgend eine komplexe ganze Zahl, und 12 sei der Inbegriff 
aller ganzen Zahlen a in J, die zu // relativ prim sind. Es gibt dann in 
S2 eine endliche Anzahl von Zahlen 

(6.) «1, (i2^ CC^^... 

von der Art, daß jede Zahl a mit einer und nur mit einer dieser Zahlen a^ 
nach li kongruent ist, und die Anzahl dieser Zahlen ist 



(7.) 'K.^)=^^X/^)/7(l-^Yx^), 



wenn x die Gesamtheit der in /i aufgehenden von einander verschiedenen 
Primzahlen durchläuft.*) 



*) Die Ableitung dieser bekannten Resultate findet sich unter anderen in des 
Verfassers Lehrbuch der Algebra, 2. Auflage, Braunschweig 1898, 1899. Bd. I, § 181, 
Bd. II, § 168. In der Folge werde ich dieses Werk kurz mit „Algebra" zitieren. 
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Wenn die vier Einheiten s nach ^ inkongruent sind, 80 können wir 
für vier der Zahlen (6.) +1, —1, +«, —i wählen, und das ganze System 
dieser Zahlen zerföUt in 

(8.) /i=4-^K/0 

Teilsysteme. Bezeichnet E das System dieser vier Einheiten, so können wir 
diese Teilsysteme so bezeichnen: 

(9.) Ea^^ Ea^^ Ea^^ ••• Ea^. 

Ist aber ,u = 2, so sind die vier Einheiten paarweise (+1, —1 und +i, — ^) 
unter einander kongruent, und wenn u = l + i ist, so sind sie alle vier kon- 
gruent. In diesen beiden Fällen gilt die Zerlegung (9.) gleichfalls noch, 

nur ist dann /i = ,jV^(/0 ^"^ ^=V^(/^)? ^^ beiden Fällen also /i=l zu 
setzen. Außerdem ist noch A = l, wenn fi^2+t^ /i=2(l + e), ,a = 3+« ist, 
in allen anderen Fällen ist ä>1. 

Die ai^ßj,---«* in (9.) sind so auszuwählen, daß irgend eines von 
ihnen, of,, mit keiner der Zahlen Ea^ nach ,u kongruent ist, wenn i von k 
verschieden ist. Wir teilen nun die sämtlichen Zahlen a in A Klassen ein: 

(10.) .4„^,...4, 

indem wir eine Zahl in Ai aufnehmen, wenn sie mit einer Zahl des Systems 
Ea^ kongruent ist (immer nach dem Modul //). 

Es kommt dann jede Zahl a in einer und nur in einer dieser Klassen 
vor, und assoziierte Zahlen sind in derselben Klasse entlialten. 

Kommt «i in ^4,-, a^. in .4^^ vor, so ist das Produkt a^af, in einer durch 
^4,. und Af, allein bestimmten Klasse A^ enthalten, und wir nennen At aus 
Ai und A^ komponiert oder zusammengesetzt. Bei dieser Zusammensetzung 
gilt, wie bei der Multiplikation, das assoziative und das kommutative Gesetz^ 
und die Klassen (10.) bilden daher eine Abelsche Gruppe, die ich mit 31 
bezeichne. 

Die Einheit dieser Gruppe ist die Hauptklasse A^^ die aus allen Zahlen a 
besteht, die einer der Kongruenzen 

« ^ « (mod //) 
genügen. 
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§ 2. 
Reelle Primzahlen in der Linearfoi^m. 

Das Ziel unserer Untersuchnng ist der Nachweis, daß in einer 
Linearform 

(1.) i = u| + a, 

in der fi und a relativ prim sind, unendlich viele Primzahlen enthalten 
sind, wenn | das System der ganzen Zahlen in J durchläuft. 

Wir erledigen zunächst einfach die Frage nach den in (1.) enthaltenen 
reellen Primzahlen q. 

Wenn l überhaupt reell sein soll, so muß, wenn 

/A, = 7n + 7ii^ | = a; + yz, a = a + bi 
ist, 

(2.) my + nx + b = 

sein. Es muß also diese diophantische Gleichung eine Lösung x, y haben, 
und dies trifft immer und nur unter der Bedingung zu, duß der größte 
gemeinschaftliche Teiler von m und n auch in b aufgeht. 

Ist diese Bedingung befriedigt, so nehmen wir irgend eine spezielle 
Zahl ^0} für die l reell wird, also, wenn wir durch Akzente die konjugiert 
imaginären Zahlen bezeichnen 

(3.) /f^„+«=///^, + a' = C', 

wo c reell ist Dann setzen wir in (1.) 

mit reellem z. Dadurch geht (L) über in 
(4.) A=://yj+c, 

und ///t' ist reell. Es ist aber c relativ prim zu a/^', denn jeder Teiler 
von fA und c müßte nach (3.) zugleich Teiler von a sein, und jeder Teiler 
von /t' und c müßte Teiler von «' sein. Wäre aber ein Teiler von fi\ c 
und «' vorhanden, so wäre die konjugierte Zahl Teiler von fiyC^a^ was 
durch die Voraussetzung ausgeschlossen ist. 

Nach dem von Dirichlet bewiesenen Satz sind daher in der reellen 
Linearform (4.) unendlich viele reelle [Primzahlen enthalten. Diese sind 
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zugleich Primzahlen in J, wenn sie i=^3 (mod4) sind, und von diesen sind 

* 

ebenfalls unendlich viele in der Form l enthalten, wenn die Kongruenz 

u| + r)f^3 (mod 4) 

überhaupt lösbar ist. Dies ist immer der Fall, wenn // nicht durch (1 + 
teilbar, also N^/it) ungerade ist, sonst dann und nur dann, wenn rr— 3 durch 
den größten gemeinschaftlichen Teiler von // und 4 teilbar ist. Also haben 
wir den Satz: 

Die Linearfonn fi^ + a slellt dann und nur dann unendlich viele Prim- 
zahlen zweiten Grades des Körpers J dar, ivenn 

1, der größte reelle Teiler von /lc in dem imaginären Teil von a aufgeht^ 

2. a — S durch den größten gemeinschaftlichen Teiler von jli und 4 
teilbar ist. 

Es handelt sich weiter noch um die komplexen Primzahlen der Linear- 
form l. Wenn et in die Klasse .4 (§ 1 (10.)) gehört, so erhält man die ganze 
Klasse A^ wenn man | in den vier Linearformen 

sämtliche ganze Zahlen des Körpers J durchlaufen läßt; ist aber einer 
von diesen Ausdrücken, etwa der erste, eine Primzahl, so sind es auch 
die drei 

/i(-|) — a, ju(;i§) + ia^ /iX'-i§)'-ia^ 

und daraus ergibt sich, daß in jeder dieser Formen unendlich viele kom- 
plexe Primzahlen enthalten sind, wenn es in der Klasse A deren unendlich 
viele gibt. Dies letztere haben wir also noch zu beweisen. 



§ 3. 
Die Gruppencharaktere. 

Jedes Element A der Gruppe ^ gehört zu einem bestimmten Expo- 
nenten aj d. h. es gibt einen gewissen kleinsten positiven Exponenten a von 
der Art, daß 

(1.) .4^=1 

ist, wenn wir mit 1 kurz das Hauptelement der Gruppe ^^t bezeichnen. A heißt 
dann auch vom Grade a. Zu jedem Element A gibt es ein entgegengesetztes 
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oder reziprokes A"^^ das der Bedingung 

genügt. Ist .4 die Hanptklasse, so ist ^l = i4""\ Außerdem ist A'^ noch 
dann mit .4 identisch, wenn A vom zweiten Grade ist. Diese Elemente 
heißen Anzeps-Elemente. 

Der Grad a eines Elementes ist immer ein Teiler des Grades h der 
Gruppe. Wir setzen 

(2.) /i = «6 

(Algebra Bd. II, S. 11). 

Zu der Gruppe 9( gehören h Charaktere 

d. h. Funktionen, die für jedes Element A von Sl je einen bestimmten von 
Null verschiedenen Wert haben und der Bedingung genügen: 

/(4•);J(^)=/(4^). 

Alle Werte yX^) s^"^ '^'*^ Einheitswurzeln. 

Diese Funktionen haben die Eigenschaft, daß das Produkt /, (-4) /^ (^4) 
unter den ;f(^) enthalten ist, und wenn 

ist, 80 ist // nur von XnKkt nicht aber von dem besonderen Element A 
abhängig. Wir nennen Xi ^^s Xi ^^d Xk komponiert und setzen 

X.(-l)/*(A) = x,/,G4). 

Die Charaktere (3.) bilden demnach gleichfalls eine .46e/sche Gruppe 
. vom Ä-ten Grade, in der die Einheit der Ha vptchar akter X\ ist, der für jedes 
Element den Wert 1 hat. Andererseits ist Xjt(l) = l für jedes Xk^ 
Wir haben außerdem die Sätze: 

1. Durchlauft A die Elemente von ST, und ist x ^ifi^r der Charaktere^ 

so ist 

Ä 

2x{A) = h oder =0, 
je nachdem x ^'^'' Hauptcharakter ist oder nicht. 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 1. G 
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2. Durchläuft / die Gruppe der Charaktere, so ist 

3;yXA) = h oder =0, 

je fiachdern A die Hauptklasse ist oder Glicht (Algebra II, § 13). 

3. Gehört A zum Exponenten a, so sind alle 

a-te Einheitswurzeln und jede a-te Einheitswurzel kommt darunter gleich oft, 
also b-mal, vor (Algebra II, § 13, § 198). 

Ist eine Zahl a in A enthalten, so setzen wir 

und dadurch sind die Charaktere 

(4.) ;fi(«),/2 («),.../*(«) 

für jede Zahl a aus 12 eindeutig definiert. 

Assoziierte Zahlen haben dieselben Charaktere. 



§4. 
Die zu den Klassen A gehörigen Sumynen A(s). 

In jeder Klasse A ist eine unendliche Menge von Zahlen enthalten, 
aber es gibt darunter nur eine endliche Anzahl, deren Norm eine gegebene 
positive Zahl n nicht übersteigt. Um eine Schätzung dieser Zahl zu ge- 
winnen, nehmen wir eine beliebige Zahl a aus S2^ lassen | das System der 
ganzen Zahlen in / durchlaufen und zählen, wie viele unter den Zahlen 

(1.) a>==/i|+a 

die Eigenschaft haben, daß 

(2.) xV(cü)<7^ 

ist. Diese Zahl bezeichnen wir mit ZQi). Im allgemeinen kommen in der 
Form (1.) nicht die mit o) assoziierten Zahlen vor, obwohl sie in derselben 
Klasse A enthalten sind. Es ist also die Anzahl der Zahlen in .4, die der 
Bedingung (2.) genügen, gleich 4:ZQi). Nur in den beiden Ausnahmefällen 
// = 2 und u=l + i ist diese Zahl 2Z(u) und Z(n). 
Wir setzen nun 

a = fi((i + bi)^ |=.r + ^(//, N(jt) = m. 
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Es sind dann a und b gebrochene rationale Zahlen, x and y durch- 
laufen beide das System der ganzen rationalen Zahlen und m ist eine feste 
ganze Zahl. 

Die Bedingung (2.) wird dann: 

m[{x-^ay+(jy + hy]^n, 

und wenn wir 

/o N 0? + « y + b 

(3-) ^"'=1?-' y^-'^ 

yn yn 

setzen, 

(4.) •^•' + 3^<i-- 

Wir betrachten .i\^ y^ als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene; 

dann wird vermöge (3.), da .r, i/ alle ganzzahligen Werte und nur solche 

haben können, diese Ebene mit einem Gitter überzogen, dessen quadratische 

Felder die Seite 1 : j/n und die Fläche 1 : n haben. Zu jedem Gitterpunkt 

gehört ein bestimmtes dieser Felder, wenn man jedes Quadrat derjenigen 

seiner vier Ecken zuordnet, deren Koordinaten den kleinsten Wert haben. 

Es bedeutet dann Z{n) die Anzahl der Gitterpunkte, die im Innern oder an 

der Grenze eines Kreises liegen, der durch die in (4.) enthaltene Gleichung 

dargestellt ist und also den Koordinatenanfangspunkt zum Mittelpunkt und 

die Größe 

1 

zum Radius hat, den wir den Kreis (r) nennen wollen. Die. Quadrate, die 
zu diesen Gitterpunkten gehören, liegen ganz oder teilweise im Innern dieses 
Kreises und umgekehrt werden alle die Quadrate, die ganz im Innern des 
Kreises liegen, den zugehörigen Gitterpunkt ebenfalls im Innern oder an der 
Peripherie des Kreises haben, während nur einige von denen, die durch die 
Kreisperipherie durchschnitten werden, ihre Gitterpunkte außerhalb des Kreises 
haben können. 

Wir ziehen noch zwei weitere Kreise (/•'), (/•"), deren Peripherien 
von dem Kreise {r) um die Diagonale der Quadrate, also um ]/2:|/n ab- 
stehen, setzen also 
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dann liegen in dem Ring zwischen (/') und (r") alle die Quadrate, die von 
der Peripherie (r) durchschnitten werden, und es ist also die Kreisfläche (r') 
kleiner und (r") größer als die Gesamtfläche der Quadrate, deren Gitter- 
punkte innerhalb oder an der Grenze von (r) liegen, d. h. es ist 



M/w rn^ ^* Sm f n^ ' 



und wenn wir also 

(5.) ^00 = ^" + i/V« 

setzen, so ergeben sich für M die Grenzen 

271 2|/27r^ .r^ 2n . 2^27i 
|/n ym \n \m 



wofür man auch, da m>>l, n^l ist, setzen kann: 

(6.) -47r<i¥<:47i. 

M ist also eine Funktion von n, die zwischen festen endlichen Grenzen 
eingeschlossen bleibt, wie sehr auch n wachsen mag. 

Das Verhältnis Z(ji):n ist itlso bei unendlich wachsenden n endlich 
und von der besonderen Klasse A unabhängig. 

Da die Normen aller ganzen Zahlen in J positive ganze Zahlen sein 
müssen, so ist die Anzahl der Zahlen (1.), deren Norm gleich n ist: 

Z{n)^Z{n^\). 

Es bedeute jetzt *^ eine Veränderliche, größer als 1, und wir bilden 
die Summe 

(7.) ^4(.) = ^^-^, 

die sich auf alle Zahlen a der Klasse A erstreckt, mit der Maßgabe, daß 

von vier assoziierten Zahlen, die ja dieselbe Nor^n haben, mir eine auf- 
genornvien werden soll. 

Danach können wir A(s) auch so darstellen: 



*) In den beiden Fällen iw = 2, ^i = l+t müßte rechts noch mit 72 ^der Vi 
multipliziert werden. Wir wollen diese Ausnahmefälle, die kein besonderes Interesse 
bieten, weiterhin nicht immer ausdrücklich erwähnen. 
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worin a festgehalten wird und | die ganzen Zahlen von •/ darchlänft. 
Wenn wir die Glieder dieser Snmme nach wachsenden Werten der Norm 
ordnen, so erhalten wir 

Z(n) — Z(n-1) 



(8.) 



^(.v)= 2; 



1.» n' 



= ,:f^(")(i-(n+i)')' 



weil, solange 5>1 ist, Z(ji)\n' mit unendlich wachsenden /? verschwindet. 
Setzt man 

also 



'^^''-r^-XnLnCl-Cl + D"'"). 



(« + !)(«— 1)^ \ ' n 

80 findet man durch die Eingrenznng 



~-ö^<log(l + -)<", 

n 271" ^V 7?V 7i ' 

wenn man A=(6 — l)log(n — ) setzt, die Grenzen für 0: 



n ^ ^ ^ M . a 



ifT<''<l+i 
oder, wenn man s<c2, »<1 annimmt: 

Art 

und es ist also zwischen festen numerischen Grenzen eingeschlossen. 

Darnach bilden wir die Summe A(s)j indem wir für Z(n) den Ausdruck 
(5.) einsetzen: 



71 _s n 



n 



(«+1) 

1 » c^(8-i)Q 



— — 2— — 

w» n' m n'(w + l) i» «♦+' 

n ^ n (w-f 1) n * 
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and daraus 



(10.) 






n 



+ s 



m n*(n +1) m 
« A/ « if 






„M-l 



1 *** l 



^(.-i):s' 



ÖA/ 



n 



• + 2 



Wir lassen jetzt ^ in 1 Übergehen. Es ist dann bekanntlich 

* 1 1 
Lim -S*— :r = (* (gleich der JE^ferschen Konstanten 0,5772 ...), 

" 1 

Liin(«-l)^- = l, 



P=l 






= 1, 



während die übrigen Sammen in (10.) stetige Funktionen von .< sind. 
Also ergibt sich: 

welches ein bestimmter endlicher (nor von m and der Klasse A abhängiger) 
Wert ist Wir setzen also 



(11.) 



A(s) = 



n 



w(«— 1) 



+ö, 



und hierin ist G eine Funktion von ^, die für ^ = 1 in einen bestimmten 
endlichen Wert übergeht, der für die verschiedenen Klassen .1 verschieden 
sein kann. 

Die verschiedenen G bezeichnen wir, wenn eine Unterscheidung nötig 
ist, entsprechend den verschiedenen Klassen .4, mit G(^A). 



§ o. 

Beziehung de?' Summen A{s) zu den Primzahlen des Körpers J. 

Es sei jetzt wieder Xi(^k) der iAe Charakter der X:-ten Klasse, X\ 
der Hcviptcharakter. Ich bilde die Sammen 
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die sich über alle Klassen A erstrecken. 

Es ergibt sich nach § 4 (11.) und § 3, 1., wenn h die Anzahl der 
Klassen ^4 ist: 



(2.) 



Ö. = ^-(^)+^^(^), 



Lassen wir jetzt .v in 1 übergehen, so gehen hiernach 

in endliche Werte über. 

Wir wollen zunächst zeigen, in welcher Beziehung diese Summen 
Ö, zu den Primzahlen des Körpers •/ stehen. Wir fUhren zu diesem Zweck 
die am Schluß des § 3 erklärten Charaktere /(a) der Zahlen von i2 ein 
and erhalten 



(3.) Q(^) = 



{Nay ' 



worin sich die Summe auf alle Zahlen a von il erstreckt, jedoch so, daü 
von vier assoziierten Zahlen nur eine beizubehalten ist. Diese Summe ist 
anbedingt konvergent, solange ^ >> 1 ist. Nun läßt sich in bekannter Weise 
Q{s) auch durch ein unendliches Produkt darstellen: 

(4.) ÖW=./7,_^(^;jS«^, 

das sich über alle in il enthaltenen Primzahlen p erstreckt (die reellen Prim- 
zahlen des Körpers -/ eingeschlossen) (vgl. Dirichlet-Dedekind 4. Auflage, 
S. 132. Algebra II, § 197), und indem man die Logarithmen der einzelnen 
Faktoren dieses Produktes nach Potenzen von (iV^p)"* entwickelt: 

worin die Summen sich auf alle Primzahlen p erstrecken« 

Hier bleibt freilich in dem Logarithmus von Q(s) ein Vielfaches von 
2ni unbestimmt. Es kommt aber darauf nicht an, da sich dieses Vielfache 
mit s stetig ändern müßte und folglich von s unabhängig ist. 
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In der Fonnel (5.) siod noD, deo h Charakteren z entsprecheiK 
/i verscbiedene Fonoeln enthalten. Wir nehmen eine beliebige Klasse ^ 
multiplizieren (5.) mit j!;(-4~') and sommieren alle diese Gieicbongen- S 
erhalten wir nach § 3, 2.: 

worin sieh die erste, zweite, dritte, . .. Snmme der rechten Seite auf alle Prin 
zahlen p erstreckt, deren erste, zweite, dritte,... Potenz in A enthalten is 
Die erste dieser Summen zerMlt in zwei Bestandteile 

wenn wir die Summe •>' aaf alle komplexen h-imzahlen p, S' auf alle reelle 
i'rimziihlen q der Klasse A beziehen. 

Für die folgenden Summen setzen wir 

worin die reellen und komplexen Primzahlen nicht mehr unterschieden z 
werden braueben. 

Alle die Summen •Si,'S2,S',,... haben fUr s=l einen endliche» Wer 
und auch die Summe 

bleibt fär « = 1 endlich. (Algebra II, § 198.) 

Auf der linken Seite wird Q, fUr «= 1 unendlich, während Q.,^ Q^, ... (, 
endlich bleiben. Es ist also auch logf^, unendlich und logöt, log(^„ ... logC 
bleiben endlich, ivenn die fireuzicerte von Q,, Öj, ... Ö* von Xull vei 
schieden sind. 

Dann wUrde aber aus (6.) folgen, daß .S fUr 5=1 unendlich wirc 
und dies könnte nur dann geschehen, wenn die Snmme ans unendlich viele 
Gliedern bestände. Damit wäre also bewiesen, daß in jeder Klasse A, als 
auch in jeder Linear form fi§-\-a, unendlich viele komplexe Pi'imzahlen vor 
kommen. 
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Um den Beweis vorzubereiten, daß die Qiis), Q^^s^y... Q^(s) für 5 = 1 
von Null verschieden sind, bilden wir zunächst das Produkt: 

(5.) ÖiC0Ö2(^)...Qa(^) = AÄj-.:::^^ 

wo das erste Produkt über alle Primzahlen (komplexe und reelle), das zweite 
über alle Charaktere x zu nehmen ist. 

Gehört nun p zum Exponenten a, d. h. ist a wie in § 1 die kleinste 
positive Zahl, fllr die 

p''=6(mod^a) 

ist, und h^ab, sq sind die/(p) nach § 3, 3. a-te Einheitswurzeln und jede 
a-te Einheitswurzel kommt darunter />-mal vor. 

Vereinigt man diese in dem Produkt, so ergibt sich 

(6.) (.s-l)Q.(*) <Us)-- Q*(*) = ^(i-(-^-;^- 

Ist p eine komplexe Primzahl, p' die konjugierte, so ist Np = Xp'=:p 
eine reelle Primzahl, aber p und p' können zu verschiedenen Exponenten 
ff, 6 gehören. Ist p eine reelle Primzahl q, so ist iVp = q^. 

Die Faktoren des Produktes (6.) teilen wir in zwei Klassen ein, 
indem wir setzen 

worin wir das Produkt über alle komplexeii Primzahlen, die zum Exponenten 1 
gehören, ausdehnen, und 

(8.) Ä = /7 ^ 



(1— (iVp)-'«/ 

erstreckt über die übrigen Primzahlen, also über alle reellen Primzahlen des 
Korpers J und über die komplexen P?nmzahlen, die zu einem höheren Expo- 
nenten als 1 gehören. Dann ist nach (6.) 

(9.) (s- 1) Q,{s) Q,{s) ... Q,(s) = (s - 1) P'R. 

Für s = l bleibt die linke Seite dieses Ausdruckes, wie wir bewiesen haben, 
endlich, und wir haben noch zu zeigen, daß sie auch von Null verschieden 
bleibt Nach bekannten elementaren Sätzen über die Konvergenz unend- 
licher Produkte behält aber auch R für ^ = 1 einen endlichen von Null 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 1. 7 
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verschiedenen Wert Eh bleibt daher (^ — 1) P* f&r s=z\ endlich and es 
ist noch nachzaweisen^ dafi es von Xnll Teraehieden bleibt Da die Faktoren 
den ProdnkteH P alle gr'öüer ab 1 und, so kSnnen inr beim weiteren Be- 
weis eine beliebige endliche Anzahl dieser Faktoren ans P weglassen niid 
zn R nehmen. 

Wenn K ein beliebiger algebraischer Zahlkörper ist und $ die Ge- 
samtheit der Primideale ersten Grades dieses Körpers dnrchlSnft so gilt der 
Satz, daß das Produkt 

fbr J9=3l einen von Null verschiedenen endlichen Grenzwert hat Hierin 
bedeutet das Zeichen .V, die im Körper K genommene Norm, und s geht 
von größeren Werten stetig in 1 ttber. Unter einem Primideal ersten Grades 
ist ein solches zu verstehen, dessen Norm im Körper K eine natürliche 
Primzahl ist Der Satz bleibt bestehen, wenn in (10.) eine beliebige end- 
liche Anzahl von Primzahlen weggelassen wird.*) 

Die Formel (10.) habe ich schon in meiner Algebra zu dem un- 
mittelbar daraus abzulesenden Schluß benutzt, daß es in jedem algebraischen 
Korper unendlich viele Primideale ersten Grades gibt 

Hier aber liefert sie uns den gesuchten Beweis unter der Voraussetzung, 
daß wir einen Körper K kennen, der folgende Eigenschaften hat: 

1. Der Körper K enthalt den Körper J und der Relativgrad n von K 
in bezug auf J ist nicht größer als h: 



n<rh. 



*) Vgl. Algebra II, S. 727. Der Beweis wird dadurch gefuhrt, daß der Grenzwert 
des Produktes (10.) neben anderen nicht verschwindenden Faktoren in dem Ausdruck 
für das Produkt gH vorkommt. Darin bedeutet H die Anzahl der Idealklassen im 
Körper if, die niemals verschwinden kann, und g eine von den Einheiten in K abhängige, 
'gleichfalls von Null verschiedene Zahl (Algebra S. 716). 

Ich benutze diesen Anlaß, um einen Fehler zu berichtigen, der sich in meiner 
Algebra findet. Auf S. 697 muß die Formel (13.) lauten 

Jtt>d«ir(Zetltt 24 derselben Seite muß \g,\ statt y, stehen und in der Formel (14.) im dritten 
«fc9dÄ>>)^ 'Statt g; ebenso ng statt g in der Zeile 8 v. u. und in der letzten Zeile — ^ 

Atatt ^ .. Ajuf die weiteren Schlösse hat dieser Fehler keinen Einfluß. 

llu/l HOC li'jil'iilbii 
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2. Jede komplexe Primzahl p in J, die in hezug auf fi zum Exponenten i 
gehört, ist in K in lauter Pnmfaktoren ersten Grades zerlegbar. 

3. Jede reelle Primzahl q und jede komplexe Primzahl p, die in bezug 
auf fi zu einem höheren Eocponenten als 1 gehört^ ist in K nur in Primfaktoren 
von höherem als erstem Grade zerlegbar. 

4. Von den Forderungen 2. und 3. kann eine beliebige endliche Anzahl 
von Pnmzahlen p, q aufgenommen sein. 

Wenn der Körper K diese Bedingungen erfüllt, so ist 

(11.) iV^(p) = (iVp)-, 

wenn die Norm links im Körper K, rechts im Körper J genommen ist. 
Femer ist, wenn $ ein Ideal ersten Grades in K ist, das in p aufgeht, 

(12.) iV^(5ß) = .V(p), 

und wenn p in lauter Primideale ersten Grades zerlegbar ist, so muß die 
Anzahl gleich n sein, also 

(13.) P=^i5ß3...^„. 

Die Primideale in K^ die in höherer als der ersten Potenz in Prim- 
zahlen in J aufgehen, müssen in der Diskriminante des Körpers K aufgehen, 
kommen also nur in endlicher Anzahl vor, und können nach 4. unberück- 
sichtigt bleiben. 

Demnach wird das in (10.) vorkommende Produkt 

"i-Nk{%)'' '^(l-iV(p)-)" ' 

und es hat also 

(14.) (^-1)P'' 

ttr Ä = 1 einen endlichen, von Null verschiedenen Wert, und folglich wird P 
lelbst für s==l unendlich. 

Andererseits wissen wir aus (9.), daß 

(15.) (s-V)P' 

für ^ = 1 einen endlichen (wenn auch vielleicht verschwindenden) Wert hat, 
und folglich zeigt der Quotient von (15.) und (14.), daß P*~" nicht un- 
eiullich ist. Aus beidem zusammen aber folgt, daß A— n nicht positiv sein 
kann, also 



7* 
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was mit der Voraussetzung 1. nur verträglich ist, wenn 
(16.) h = n 

irtt, und dann ergibt sieh aus (14.), daß (<— 1)P* fftr >f=l von Null ver- 
schieden ist. Folglich sind dann auch die Q}, Q3, ... Q« von Null verschieden. 

Wir haben also das Resultat: 

5. Wenn ein den Bedingnngen 1, bis 4, genügender Körper K existiert 
so ist sein Relativgrnd in bezug nuf J gleich h. und 

6. In jed^r der h Klassrtf von £1 nach dem Modul u gibt es unendlich 
viele komplexe l^rimzahlen p. 

In den folgenden Betrachtungen können wir die besonderen Fälle 
// = 1+/, .u = 2 ganz außer acht lassen, weil in diesen Fällen £1 nur ein** 
Klasse bildet, in der schon nach dem allgemeinen vorhin angeführten Satze 
unendlich viele Primzahlen existieren. 



§6- 

Teilung der lemniskaiischen Funktion. 

Einen Körper ÜT, wie er im Vorangehenden verlaugt wird, liefert 
uns nun die Teilung der elliptischen Funktionen und zwar speziell der 

bmniskatUchen Funktionen. 

Ich werde bei den folgenden Betrachtungen öfter genötigt sein, auf 
mein Buch „Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen^ (Braunschweig, 
1891) zurückzugreifen, und ich werde dieses Werk kurz mit E. F. zitieren. 

Ich betrachte die //-Funktionen mit dem Modul oi = 1 + / und erhalte, 
da hier 

«.=1— ■ , 

10 — 1 

ißt, nach E. F. S. 77, S. 111 



(1-) 









m 



l e'-.V,„00 = t' *.'/,„(/»); 
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(2.) F 1, K^f\~^, iK'^(l+i)K, 2Ku^v; 

(3.) 8n^V = ^8nv, cniv=^dnr, iniv = env. 

Setzen wir zur Abkürzung 

.... ... - 

.r=8ny, i/ = cnr, z=^dnvy' 
so haben wir (E. F. § 60) die Multiplikationsformeln: 

gerades m ungerades m 

xyzA (x^) 



~ D («') ' 
(4.) B{x*) B{ai^ 






Hierin kann m jede natürliche Zahl bedeuten ; A, B,C, D sind ganze 
Funktionen von .r', von denen keine zwei einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben, und deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind. Die Funktionen 
'A, D und das Produkt BC hängen nur von x* ab, und es gilt der Satz: 

1. Die Koeffizienten der höchsten Potenz von x sind, abgesehen i>om 
•Vorzeichen, in den Funktionen 

A, B, C. D 

m, 1, 1, 1 bei geradein m 

Ij Ij 1, 7n bei nngeradem m , 

und das von x unabhängige Glied in 

A, B, C, 1) 

rw, 1, 1, 1 bei geradem und ungeradem m. 

Die Formeln (4.) gelten in unserem Fall auch fttr einen komplexen 
Multiplikator. Setzen wir nämlich jii = a + bi^ so ergibt sich aus dem 
Additionstheorem 

snav cnibv dnibv + »nibvcnav dnav 






und folglich durch Anwendung der Formeln (4.) auf die einzelnen Be- 
standteile: 



54 Weber, Über komplexe Primzahlen in Linearformen, 



(50 



^^f^v=^xyzj^^y fi gerade 



sn 



'"''= ''o^y "ungerade. 



Hier heißt fi gerade oder ungerade , je nachdem seine Norm a^ + f>^ 
gerade oder ungerade ist F^ and 4>^ sind ganze Funktionen von .r* ohne 
gemeinschaftlichen Teiler, und die Koeffizienten in diesen Funktionen sind 
Zahlen des Körpers J. 

2. Setzen mr jetzt 
(6.) a(«) = (8n2Ä'w)*, 

SO hat a(w) zu Perioden die ganzen Zahlen des Körpers J. 
Es ist außerdem 

(1.) a(iu)^a{u), a(«+^±*) = ^, <^(f)=l. 

Aind o(u) verschwindet immer und nur dann, wenn u gleich einer ganzen Zahl 
des Körpers J ist. 

Bedeutet vd eine gebrochene Zahl des Körpers J, so gibt es eine 
gewisse ganze Zahl p^ von möglichst kleiner Norm von der Art, daJß /aw 
eine ganze Zahl wird. Es soll dann p der Nennerr der Zahl to heifien. 
Er ist durch to bis auf einen Einheitsfaktor (±1, ±t) bestimmt, und die Zahlen 
aco und p sind relativ prim. Ist m die Norm von p^ so ist auch mco eine 
ganze Zahl. 

3. Zwei Zahlen lo , co' sollen kongruent heißen (co' ^ w , schlechthin 
ohne Beziehung auf einen Modul), wenn sich co' von co] oder einer seiner 
Assoziierten um eine ganze Zahl unterscheidetj wenn also eine der vier Differenzen 
u) +(o,a)'± iio eine ganze Zahl ist. Kongruente Zahlen haben denselben Nenner. 

Die Zahlen o(io) und a(tti') haben dann und nur dann denselben Wert, 
wenn (o und vJ kongment sind. 

Ist p der Nenner von co und wird in (4.) 

m = jit fi = iV(m) , t; = 2 Kw 

gesetzt, so verschwindet snmt;, und es verschwindet also A{x^) für x* = a((o)^ 
und o(uß) ist eine Wurzel der Gleichung 

A(]^x) = 0. 
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Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn <^^o nnd folglich a(a>)esl 

ist, weil in diesem Fall cnr dn t^ verschwinden würde. Ist also fi und folglich m 
ungerade, so ergibt sich aus 1., daJß a(a;) eine ganze algebraische Zahl ist. 
(Algebrall, § 148. f.) Ist fi durch (1 + 0, aber nicht durch 2, folglich 
7n=:2mi durch 2, aber nicht durch 4 teilbar, so folgt aus der Formel (E. F. 
S. 204) 

> 
daß o{iD) eine Wurzel der Gleichung B^^C^^D„,^^Q ist, und folglich ist 

nach 1. in diesem Falle l:a(a>) eine ganze algebraische Zahl. 

Ist aber /^ = (1+0^m «^i = (l+0f^7 o{(o)=^a^ ^(tt^i) = ^o ^^ ^^^^ 
aus dem Additionstheorem: 

a,(l-.a)^+4a = 0, 

und daraus ergibt sich, daß, wenn l:a^ eine ganze Zahl ist, sowohl o als 
l:a ganze Zahlen sind, also a eine Einheit ist. 

Damit ist der Satz bewiesen: 

4. Die Zahlen 0(10) sind algebraische Zahlen und bei ungeradem 
Nenner ist o(voi)^ bei geradem Nenner i : a((o) eine ganze algebraische Zahl. 

Setzen wir in der Gleichung (5.) /iv gleich einer Periode, so folgt, 
daß F^(x) nur dann verschwindet, wenn a; = a(w') ist, worin 10' eine Zahl 
bedeutet, deren Nenner /t' ein Teiler von fi ist (wieder abgesehen von dem 
Fall iM = 2). Befreit man also die Funktion F^,(x) von allen Teilern, die 
sie mit den verschiedenen niedrigeren Ff,(x) gemein hat, was durch rationale 
Rechnung geschieht, so ergibt sich eine Funktion P^{x)^ die nur die von 
einander verschiedei^ßn a(w) zu Wurzeln und zwar zu einfachen Wurzeln 
hat, in denen der Nenner von lo gleich jti ist. Es handelt sich noch um die 
Bestimmung der Anzahl dieser Werte. Dazu führt die Klasseneinteilung 
des § 1. Es zeigt sich nämlich, daß zwei Zahlen co, w' mit dem Nenner u 
dann und nur dann mit einander kongruent sind, wenn fiio und fio)' derselben 
Klasse A angehören, und folglich ist die Anzahl der von einander ver- 
schiedenen Werte (t(w) gleich der Anzahl h dieser Klassen (§ 1 (8.)). 

5. Die Zahlen a(oj) sind, wenn w den Nenner fi hat, die Wurzeln 
einer Gleichung in J: 

(8.) i;(^) = 

vom Grade h. 
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Jeder der Klassen 

entspricht ein Wert von a((i>), nnd wenn wir also die Zahlen 
SO wählen, daß 

(10.) ,acOi = «i, fno2 = cc2j ..• uWf^^cCf^ 

Repräsentanten dieser Klassen sind^ so gehört zu jeder dieser Klassen ein 
Wert aas der Reihe 

(11.) 0^ = 0(10,), a2-a(ü)2)j ... o^=^a(a)^). 

Sind ciij, CO, zwei Zahlen des Nenners ,a, so ist 

U CjW, 0)2 = «i CO2 = «2 Wi 

ebenfalls eine Zahl des Nenners //, und wenn 0(11)^)^ 0(102) zu den Klassen 
-4i, A2 gehören, so gehört 0(110)^102) in die Klasse A^Ai. 

Wir wählen jetzt die «,, r^j, ... «,, ungerade, was bei geradem// not- 
wendig, bei ungeradem ja wenigstens immer möglich ist, und wenden die 
Formel (5.), nachdem wir beiderseits in die vierte Potenz erhoben haben, 
auf /i^ = «i an. Dann setzen wir v = (o und ^ = «2^, worin co den Nenner /^ 
haben soll, und es ergibt sich 

o(a,üj)=V^X^ (üj)) , a (a, «2 «>) = V,, (o («2 «>)) , 

wenn V^^ eine in J rationale Funktion bedeutet, die nur von der Klasse Ay 
abhängig ist, in die «i gehört. Nun ist aber ebenso a(«2Cü)= ^^X^C^^))? ^^^ 
es folgt also 

o(a,a203)^W,^W,X<^))^ 

Hier kann aber auch a^ mit c^2 vertauscht werden und daraus folgt: 

6. Die Größen Oj, a, ..• a^ sind die Wurzeln einer im Körper J Abel- 

sehen Gleichung; sie gehören also einem Abelschen Zahlköt'per K^ über J an^ 

dessen Grad höchstens gleich h i^t. 

Nehmen wir diesen Körper K^ für A', so ist die Forderung § 5, 1. 

befriedigt. 

Ist y eine beliebige ungerade ganze Zahl in J, so gibt die zweite 

Gleichung (5.) 

^^ '^ "^n-iTu" 0,Xa;) 

wenn x = a(u) gesetzt ist. 
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Ersetzt man hierin n durch z^-f-— ^, so geht x nach (7.) in l:ar 
Ober nnd 8n2Ä'w und sn2 AV?*, abgesehen vom Vorzeichen, in die reziproken 
Werte. Wir haben also 

Ist /^ der Grad der Funktionen Fy und *^ und f eine Konstante, so ist, 
da F und keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, 



(14.) 



«^iJ',0 = *,(x), 

«i';(x)=.T''*,(i), 



und aus (13.) folgt 6^= + !, also ^ eine Einheit. 
Wenn wir also setzen 

(15.) i^;C^•) = ^^" + rl•^"'+/'2^^""' + ••• + r«-l'•^'+/«, 

80 ergibt sich 

und aus (12.) für y^ = 0: 

(17.) Yn^^v. 

Aber auch die übngen Koeffizienten ^'1,72» ••• J^,i-i ^i^^d ganze Zahlen 
des Körpers J. 

Denn die Wurzeln von 1\ (x) = sind in der Form o (-) enthalten, 

worin a eine ganze Zahl ist, und mithin sind nach 4. alle Wurzeln von 
F,(x) ganze Zahlen. Aus diesen Wurzeln setzen sich aber die Koeffizienten 
y durch Addition und Multiplikation zusammen und daher sind diese Koeffi- 
zienten gleichfalls ganze Zahlen (Algebra Bd. II S. 555). 

Aus (12.) erhalten wir nach (6.) durch Erheben in die vierte Potenz: 

(18.) (*.Gr))*a(vu)-:r(i^;Gr))* = 0, 

und wenn wir a(^yii) als gegeben ansehen, so sind die Wurzeln dieser 
Gleichung 

x = a(u + ^), 
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worin ß ein Restsystem nach dem Modal v durchläuft Das von x unab- 
hängige Glied in (18.) ist aber nach (16.) gleich o^yu)^ und wir erhalten 
daher 



(19-) -M^ = '^<'('' + 0. 



worin ß ein Restsystem nach v mit Ausschluß der Null durchläuft. Setzen 
wir darin ti^ctiijitj so können wir r so bestimmen, daß 

vcei^cef. (mod //) 

wird, worin or., ccj, zwei beliebige der Zahlen (10.) sind, und dann ergibt 
sich aus (19.) 



(20.) ^=/7ap+^). 



Hier ist nun die rechte Seite entweder selbst eine ganze Zahl oder 
(bei geradem //) ihr reziproker Wert ist eine ganze Zahl. Da aber h und i 
auch vertauscht werden können, so folgt, daß beides zugleich gilt und der 
Quotient ist daher eine Einheit, also: 

7. Die Größen o^^ai^.^.Of^ oder ihre reziproken Werte sind assoziierte 
ganze Zahlen des Körpers K^. 

Es enthält aber (20.) noch eine weitere Konsequenz: Daraus, daß die 
rechte Seite eine Einheit ist, folgt das gleiche fUr jeden ihrer Faktoren; diese 
sind Zahlen des Körpers K^y und daher können wir den Satz aussprechen: 

8. Wenn in ft zwei oder mehr verschiedene Primzahlen aufgehen^ so 
sind die Zahlen o^^ a^^ ...o^ Einheiten des Körpers K^. 

Nehmen wir jetzt v als ungerade Primzahl .in J an, so sind die 

sämtlichen Wurzeln von t\(x)^0 dargestellt durch a(^), worin /? ein Rest- 
system nach dem Modul y mit Ausschluß der Null durchläuft. Diese sind 
aber nach 7. unter einander assoziiert, und es folgt also aus (15.) und (17.) 

(21.) »' = ^('^0)", 

worin ß eine beliebige durch v nicht teilbare ganze Zahl in J und e eine 
Einheit in K^ ist. Der Grad n ist in diesem Falle = j(iV(i/) — 1); also wena 

V komplex und iV(y)=p ist, gleich j(/> — 1) und wenn v = q reell ist, gleich. 
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Irgend ein in v aufgehendes Primideal $ des Körpers K^ geht daher 

in c;(^) und folglich in allen Wurzeln von (15.) auf. Die Koeffizienten 

7x^72^ ^**yn dieser Funktion sind aber die symmetrischen Grundfunktionen 
dieser Wurzeln, und folglich sind diese Koeffizienten alle durch ^ teilbar. 
Da sie aber außerdem in J enthalten sind, und v in J eine Primzahl ist, 
so sind sie auch durch v teilbar. (Algebra II S. 645). 

Daraus folgt: 

9. Ist V eine Pnmzahlj so sind die Koeffizienten 71^72^ *•• yy-i)7y de?* 
Punktion Fy alle durch v teilbar. 

Demnach ergibt sich, immer unter der Voraussetzung, daß v eine 
Primzahl sei, aus (18.) die für ein unbestimmtes u gültige Kongruenz 

(22.) a{vu) = o(uy^''^ (modv). 

Wir stützen uns nun auf den Hilfssatz: 

10. Ist ^ ein Primideal in irgend einem algebraischen Körper Kj so ist 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiü\ daß 5ß xwvi ersten Grade 
sei, d. h. daß iVj^(^) die erste Potenz einei^ natürlichen Primzahl p sei, die, 
daß für jede ganze Zahl w des Körpers K die Kongruenz besteht: 

(23.) cüP = cü (mod$) 

(Algebra II § 167). 

Setzen wir in (22.) für ti eine der Zahlen ctiXiJL^ so entsteht rechts 
und links eine ganze Zahl des Körpers K^^ oder, wenn /i gerade ist, das 
Reziproke einer ganzen Zahl. 

Ist V eine komplexe Primzahl p in J, also N(y) gleich einer reellen 
Primzahl von der Form 4m+l, und ^ ein in p aufgehendes Primideal des 
Körpers K^^ und 6 gleich a oder gleich l:tT, so folgt aus (22.) 



^Qf)^<j1 (■»<•**)• 



Qehört pa^ in die Klasse Aj, und setzen wir 0(-) = 0,, so folgt 

hieraus 

(24.) 0*=0f (modJß). 

Schließen wir die in endlicher Anzahl vorhandenen Primzahlen aus, 
die in der Diskriminante von P^ aufgehen, so ist Ok'-^i nnr dann durch 
$ teilbar, wenn Ai, = A^ ist, also p der Hauptklasse angehört 

8* 
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Demnach folgt nach 10. aus (24.): 

11. Eine komplexe Pnmzahl p in J enthält kein Primideal ersten 
Grades in Ä^, wenn p nicht der Hauptklasse angehört. 

Denn die Kongruenz (23.) ist für (o=0,. nicht befriedigt. 

12. Eine reelle Primzahl des Körpers J, rf. h. eine Ptimzahl q von der 
Form 4m + 3j enthält kein Primideal ersten Grades in K^^. 

Denn die Kongruenz (23.) ist in diesem Fall schon für cy = ?, was 
auch zum Körper K^ gehört, nicht befriedigt 

Ist aber p eine komplexe Primzahl der Hauptklasse, so ist 0,=6>x, 
also aus (24.) 

(25.) ef=e, (modJß). 

Jede ganze Zahl (o in K^ läßt sich als ganze Funktion (höchstens 
vom Grade A — 1) von 0, darstellen und zwar mit Koeffizienten in J, die 
zwar gebrochen sein können, aber im Nenner können nur solche Prim- 
zahlen aufgehen, die auch in der Diskriminante von P^ aufgehen (Algebra II, 
§ 162). 

Wir können daher setzen 

worin i, Ao, A,,... kf^_^ ganze Zahlen in Jsind und k relativ prim zu Sp ist 
Es ist aber nach dem F(^77na^schen Satz: 

kf^ky k'^o^i^kii^ Äf=A:,,... (moäp) 
und daraus folgt: 

ka)^=k(jt) (mod$), 

oder, da k durch ^ nicht teilbar ist, 

ü)^=io (mod$ß). 
Also folgt: 

13. Eine komplexe Primzahl p der Hauptklasse ze^r fällt in K^ in Prim- 
ideale ersten Grades'. 

Damit sind, mit Rücksicht auf § 5, 4. die Forderungen 2., 3. befriedigt 
und der Hauptsatz § 5, 6. bewiesen. 

Aus § 5, 5. ergibt sich dann : 
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14. Die Funktion P^ ist im Körper J irreduzibel. 

Es möge noch ein Satz angeführt werden, der, wenn er auch nicht 
gerade zu unserem Thema gehört, für andere Zwecke wichtig ist: 

15. Ist V eine ungerade Primzahl im Körper J, so ist ow-j eine Privi-- 
zahl im, Körper K^. 

Das ergibt sich wegen der Irreduzibilität von Py aus (21.); denn ist 
$ ein in ^(-) aufgehendes Primideal in Ä^, und 

so folgt, wenn man in (21.) die Partialnorm 9i in bezug auf J nimmt, 

^'»=(5«(^))«5R(5l), 

woraus, da 5R(^) und 91(51) Potenzen von v sein müssen, zu schließen ist 
9l(Sl) = l, SR($) = y. 



Zusatz zu § 5. 

Aus den Sätzen des § 5 ergeben sich noch zwei Folgerungen, die, 
wenn sie auch für den nächsten Zweck dieser Abhandlung nicht notwendig 
sind, für andere Untersuchungen wichtig sein könnten. 

7. Wen7i ein Klassenkörpei' K vom Relativgrade h existiert^ so gibt es 
keinen Körpei* über J von höherem Grade als h, der den Bedingungen § 5, 
2.y 3.J 4. entspyncht. 

Denn angenommen, es wäre K' ein solcher Körper vom Grade n 
und n>h^ so würde sich wie in § 5 (14.) ergeben, daß (5 — 1) P" für 5= 1 
endlich und von Null verschieden ist. Andererseits ist aber auch, wie 
schon bewiesen, (5— 1)P* endlich und von Null verschieden, und daraus 
folgt n = Ä. ^ Daraus folgt weiter: 

8. Es kann nur einen Klassenkörper K geben. 

Nehmen wir nämlich an, es gebe zwei solche Körper K und /7, die 
nach dem Bewiesenen beide vom Grade h sind, und nehmen wir zwei primitive 
ganze Zahlen |, ^ dieser Körper, so lassen sich die ganzen rationalen 



Zahlen 'i. h so besrimmeD. daß 

eine primäire ganze Zahl des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfiichen ^A'« /T: 
dieser beiden Körper ist Wir bestimmen a ond & so. daß die h' Werte« die B 
nach ^L' annehmen kann, alle Ton einander Terschieden sind« nnd erhalten 
als Wnrzel einer Gleichong Tom Grade h . Wir nehmen nach § 5« 4. alle 
Primzahlen ans, die in der Diskriminante dieser Gleichong aofgehen. 

Ist dann $ ein in der natOrlichen Primzahl p aofgehendes Primideal 
de>i Körpers \K^ H). so ist 

(20 d^^d (mod ^) 

die notwendige nnd hinreichende Bedingung daftir, daß ^ vom ersten Grade 
ist Em ist aber nach (1.) nnd nach dem Fermot^thtn Lehrsatz: 

(30 e^:..a? + brr (mod?), 

nnd dies ist dann and nur dann kongruent mit 6. wenn S^^S^ ^'^K (i^od $) 
ist Folglich genügt auch der Körper (ZT, H) den Bedingungen 2., 3., 4., § 5, 
und sein Grad ist daher auch gleich h. Daraus folgt aber, daß K mit H 
identisch ist 



63 



Über das Dmchletsche Prinzip.*) 

Von Herrn David Uübei^t in Göttingen. 



iJas DirichletBche Prinzip ist eine Schluß weise, welche Dirichlet 
— durch einen Gedanken von Gauß veranlaßt — zur Lösung der so- 
genannten Randwertaufgabe angewandt hat, und die sich kurz wie folgt 
charakterisieren läßt. Man errichte auf der a;^-Ebene in den Punkten der 
gegebenen Randkurve Lote und trage auf diesen die betreffenden Randwerte 
ab. Unter den Flächen z = f(x^y)^ die von der so entstehenden Raumkurve 
berandet sind, denke man sich eine solche Fläche ausgesucht, fUr welche 
der Wert des Integrals 

*) Abdruck eines Vortrages aus dem Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung, VIII, 1900. Meine hier skizzierten Methoden sind seitdem für einfache 
Integrale in der Inauguraldissertation von Ch, A. Noble (Eine neue Methode in der 
Variationsrechnung, Göttingen 1901) und für gewisse Fälle von Doppelintegralen in der 
Inauguraldissertation von E, R. Hediik (über den analytischen Charakter der Lösungen 
von Differentialgleichungen, Göttiugen 1901) ausgeführt worden. Für den Fall des ein- 
fachen Integrals vgl. noch die wohldurchdachte Darstellung meiner Methode in dem vor 
kurzem erschienenen Werke von 0. Dolza (Lectures on the calculus of Variation», 
Chicago 1904) sowie eine künftig in den Mathematischen Annalen erscheinende Ab- 
handlung von C, Caraihiodory^ in der eine wesentliche Ausdehnung der Gültigkeit meiner 
Methode dargelegt werden wird. 

Ein von der obigen Methode verschiedenes dem Dirichlet%G\iQn Prinzipe nach- 
gebildetes Verfahren zur Lösuug der Randwertaufgabe in der Potentialtheorie habe ich 
in der Festschrift zur Feier des löO-jährigen Bestehens der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen 1901 (abgedruckt in den Mathematischen Annalen Bd. 59) dar- 
gelegt. Vgl. endlich die soeben erschienene Abhandlung von ^f. Mason^ Journal de 
Mathematiques 1904 t. X, in der der Verfasser das in seiner Göttinger Dissertation nach 
meinen Angaben dargelegte Verfahren zum Nachweis der Existenz einer Minimalfunktion 
auf den Fall zweier unabhängigen Veränderlichen überträgt. 
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■> f ^- ff W3 -%)>*> 

ein Minimam ist Diese Fläche ist wie man leicht vermöge der Variations- 
rechnong zeigt, notwendig eine Potentialfläche. Mit dem Hinweise aof eine 
Betrachtang solcher Art hat liieinnnn den Bewei:$ der Existenx der Lösung 
der Randwertaufgabe für erledigt gehalten und dann^onbedenklich seine 
großartige l'heorie der IWschen Funktionen hierauf begründet. 

Es ist zuerst von Wei^n^iraß erkannt worden, daß die hier angewandte 
Schluß weise des hiricUet^hen Prinzips nicht stichhaltig ist: in der Tat, wäre 
nur eine endliche Anzahl von Zahl werten vorgelegt, so dfirften wir ohne 
weiteres schließen, daß es unter ihnen einen kleinsten Zahl wert gibt: unter 
einer unbegrenzten Anzahl von Zahl werten jedoch braucht ein kleinster Zahl wert 
nicht notwendig vorhanden zu sein: es bedarf vielmehr eines besonderen 
Beweises, daß in dem erörterten Falle tatsächlich eine Fläche ^—f(/^y) 
existiert, für welche der zugehörige Integralwert -/(/^) ein kleinster ist. 

Die wichtigen Untersuchungen von C. Seumann, IL A. Schirarz und 
//. I^oinrnrt^ haben gezeigt, daß unter gewissen sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen über die Natur der Randkurve und der Randwerte die Randwert- 
aufgabe gewiß lösbar ist, und dadurch ist auf dem umgekehrten Wege die 
Existenz jener Minimalfunktion /*(.r, \j) sichergestellt. 

Das iJiriehlet&che Prinzip verdankte seinen Ruhm der anziehenden Ein- 
fachheit seiner mathematischen Grundidee, dem unleugbaren Reichtum der 
möglichen Anwendungen auf reine und physikalische Mathematik und der ihm 
innewohnenden Cberzeugungskraft. Aber seit der Weiersiraßsehen Kritik fand 
das I/irichlet^ehe Prinzip nur noch historische Wtirdigung und erschien jeden- 
falls als Mittel zur Lösung der Randwertaufgabe abgetan. Bedauernd spricht 
C. Xeumann aus, daß das so schöne und dereinst so viel benutzte Dirichletsche 
Prinzip jetzt wohl für immer dahingesunken sei; nur A. Brill und M. Xoether 
rufen neue Hoffnung in uns wach, indem sie der Überzeugung Ausdruck 
geben, daß das Dirü:hlet%che Prinzip, gewissermaßen der Natur nachgebildet, 
vielleicht in modifizierter Fassung einmal eine Wiederbelebung erfährt. 

Das Folgende ist ein Versuch der Wiederbelebung des Dirichkt^chen 
Prinzips. 

Indem wir bedenken, daß die Dirichlet^che Aufgabe nur eine be- 
sondere Aufgabe der Variationsrechnung ist, gelangen wir dazu, das Dirichlet- 
sehe Prinzip in folgender allgemeinerer Form auszusprechen: 
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Eine jede reguläre*) Aufgabe der Variationsrechnung besitzt eine Lösung^ 
sobald hinsichtlich der Natur der gegebenen Grenzbedingungen geeignete ein- 
schränkende Annahmen erfüllt sind und nötigenfalls der Begriff der Lösung 
eine sinngemäße Eriveiterung erfährt. 

Wie uns dieses Prinzip als Leitstern zur Auffindung von strengen 
und einfachen Existenzbeweisen dienen kann, zeigen folgende zwei Beispiele: 

/. Auf einer gegebenen Fläche z^-f(x^y) zwischen zwei gegebenen 
Funkten P und P^*^ die kürzeste Linie zu ziehen. 

Es sei / die untere Grenze für die Längen aller Kurven auf der 
Fläche zwischen den beiden gegebenen Punkten. Aus der Gesamtheit dieser 
Verbindungskurven suchen wir solche Kurven 6\, C^^C^^ ... aus, deren Längen 
Li, bezw. 1/2, ^a?..' sich der Grenze / nähern. Auf C^ tragen wir von P 

1 t (-) ■ 

aus die Länge -;L^ ab und erhalten dadurch auf Ci den Punkt Pj ^ ; sodann 

1 (-) 

tragen wir von P aus auf Cj die Länge ^ //2 ab bis Pj , ferner auf 63 die 

Länge ^^3 bis P3^'^ usf. Die Punkte P^^ P^^^^ P3',... mögen etwa 

(-) (-) 

den Punkt P^ als eine Verdichtungsstelle haben, wo P^ wiederum ein 

Punkt der Fläche -=/*(^,2/) ist. 

Das nämliche Verfahren, welches wir soeben auf die Punkte P und P^*^ 

(i) 
angewandt haben, und das uns auf einen Punkt l führte, wenden wir 

(-) 
nunmehr auf die Punkte P und P ^ an und gelangen dadurch zu einem 

(-) 
Punkte P * auf der gegebenen Fläche. Desgleichen erhalten wir einen 

(-) 
Punkt P * der gegebenen Fläche, wenn wir das genannte Verfahren auf 

(-) 
die Punkte P und P^*^ anwenden. Entsprechend finden wir die Punkte 

(i) (1) (i) (I) (L) 
P^^\ P^^\ P^«^ P^\ P^'''\ .... Diese sämtlichen Punkte und ihre Ver- 
dichtungsstellen bilden auf der Fläche z = f(x^y) eine stetige Kurve, welche 
die gesuchte kürzeste Linie ist. 

Der Nachweis für diese Tatsache wird leicht geführt, wenn man die 
Knrvenlänge als Grenzwert der Längen einbeschriebener Polygonzüge definiert. 

*) Vgl. meinen auf dem Pariser Kongreß 1900 gehaltenen Vortrag: Mathematische 
Probleme (Nr. 19) Archiv der Math. u. Phys. R. III sowie die zwei Abhandlungen von 
S. Bernstein: Sur la nature analytlque des Solution des equations aux derivees partielies 
du second ordre Math. Ann. Bd. 59 u. Sur la deformation des surfaces. Math. Ann. Rd. 60. 
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Wie wir zugleich sehen, genügt für unsere Betrachtung die Annahme, daß 
die gegebene Funktion f(x^y) nebst dem ersten Diiferentialquotienten nach 
X und nach y stetig ist. 

//. Eine Potentialfiinktion z — f(x^y^ zu finden, die auf einer gegebenen 
liandkurve in der xy-Ebene gegebene Randwerte annimmt. 

Der Einfachheit halber setzen wir für die gegebene Randkurve stetige 
Tangente und Krümmung, und für die Randwerte eine stetige Ableitung voraus. 
Wir stellen uns nun die zu Anfang dieses Vortrages erwähnte Raumkurve her 
und bestimmen dann einen festen dieser Raumkurve eigentümlichen Winkel (p 
von folgender Beschaffenheit: Wenn z — F{x, y) irgend eine analytische oder 
stückweise analytische Fläche ist, deren Rand durch die Raumkurvc gebildet 
wird, so läßt sich aus z — F(ji\ y) stets eine Fläche z — F(a', y) konstruieren, 
so daß der zu z = l^(x, y) gehörige Integralwert /(-r) kleiner oder gleich dem 

A 

ZU z = F(x,y) gehörigen Integralwert J(i^) wird, und zugleich z = F{x,y) 
an keiner Stelle eine Tangente besitzt, deren Winkel mit der .ry- Ebene 
größer als (p ausfällt. Man gelangt zu einem solchen Winkel ^, indem man 
diejenigen Stellen ins Auge faßt, an denen die Stärke des Abfalles der Fläche 

z = F(x,y) gegen die ariy-Ebene (d. h. die Größe arctang y ( ,^ ) + (^-) ) 

eine gewisse Größe überschreitet, und zeigt, daß die Fläche z^F{x,y) in 
der Umgebung dieser Stellen stets durch ein Stück einer Ebene 

z — ax + 6y4-c 
oder (am Rande) durch ein Stück einer trichterförmigen Potentialfläche 

^""(^ + «r + (j/ + /^f'^ 

ersetzt werden kann — unter ^^ 6, c, «,/:? solche Konstante verstanden, daß 
die Ebene bezw. die Tangenten des betreffenden Stückes der trichterförmigen 
Potentialfläche gegen die a:y-Ebene weniger steil geneigt sind. 

Es sei i die untere Grenze der Integralwerte J für alle Flächen, 
deren Rand durch die gegebene Raumkurve gebildet wird. Aus der Gesamtheit 
dieser Flächen suchen wir solche Flächen 

z^F,(x, y), z^F^(ii\ y), z^^F^Qv, y). ... 
aus, deren zugehörige Integralwerte 
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sich der Grenze i nähern. Wir ersetzen dann jede der Flächen 
bezw. durch solche Flächen 

A A A 

die an keiner Stelle eine Tangente besitzen, deren Winkel mit der a;^-Ebene 
größer als cp ausfällt. 

Nunmehr suchen wir aus der unendlichen Reihe der Funktionen 

A A A 

F^^Fi^Fjy... eine solche Reihe von Funktionen /i, /zi/a?-«- ans, daß der 
Grenzwert 



n=yi 



für alle diejenigen Punkte a , y innerhalb der gegebenen ebenen Randkurve 
existiert, deren Koordinaten Xy y rationale Zahlen sind. Da andererseits für 
sämtliche Punkte innerhalb der Randkurve 



d 



X 



tangf/), 



dy 



<Ctang</) (i== 1,2,3,...) 



ausfällt, so folgt leicht, daß die unendliche Reihe von Funktionen /i, /2 9 /s? ••• 
für das Innere der Kurve einschließlich des Randes gleichmäßig konvergiert, 

d. h. es ist 

f(x,y)= Lf„(x,y) 



n:=» 



eine stetige Funktion der Veränderlichen x, y. 

Die Fläche z=^f(xy y) ist die gesuchte Poteutialfläche. Der Nachweis 
hierfür bietet keine Schwierigkeit; er gelingt am einfachsten, wenn wir die 
Existenz der Minimalfunktion, d. h. die Lösung der Randwertaufgabe fUr 
den Kreis und eine beliebige stetige Randfunktion benutzen; doch läßt sich 
der Nachweis auch auf direktem Wege erbringen. 

Neben der Einfachheit und Durchsichtigkeit des eben kurz gekenn- 
zeichneten Schlußverfahrens erblicke ich den Hauptvorteil der neuen Methode 
darin, daß sie nur die Minimums-Eigenschaft benützt und von der speziellen 
Natur der Aufgabe, d. h. von den besonderen Eigenschaften der geodätischen 
Linie bezw. der Potentialfunktion keinen Gebrauch macht; das Schluß- 
verfahren ist daher auch auf allgemeinere Probleme der Flächentheorie und 
der mathematischen Physik anwendbar. 



o* 
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Über die zu einem algebraischen Körper 

gehörigen Invarianten. 

Von Herrn K, UenseL 



fjTauß hat zuerst streng bewiesen, daß jede Funktion n-ten Grades 
f{x) auf eine einzige Weise in irreduktible reelle Faktoren ersten und zweiten 
Qrades zerlegt werden kann. Ist 



(1.) 



/(x) = /'(.r)/3(.r)...A0r) 



jene Zerlegung, so ist h die Gesamtzahl aller reellen und der Paare kon- 
jugierter imaginärer Wurzeln, welche G. Lejeime Dirichlet in einer seiner 
kürzesten und bewunderungswertesten Abhandlungen „Zur Theorie der kom- 
plexen Einheiten"*) eingeführt und durch sie die Anzahl der Fundamental- 
einheiten in dem durch die Gleichung f(x)^0 definierten Körper K(x) 
ausgedrückt hat 

Es ist nun eine merkwürdige und wohl noch nicht genügend beachtete 
Tatsache, daß dieses letzte Din'chletsche Resultat und der aus ihm sich er- 
gebende Satz über die multiplikative Darstellung aller Zahlen des Körpers 
K(x) durch ein Fundamentalsvstem von nur h Elementen so verallgemeinert 
werden kann, daß aus ihm sowohl die Theorie der Einheiten als auch die 
Theorie der idealen Zahlen hervorgeht. 

Es besteht nämlich der dem oben erwähnten Gmtß^chen Fondamental- 
theoreme vollständig koordinierte Satz, daß jede ganzzahlige Funktion n-ten 
Grades nicht bloß im Gebiete der rationalen und irrationalen reellen Zahlen, 



•) Verhandlungen der Berliner Akademie v. J. 1846, S. 103—107, Werke Bd. I, 
S. 641—644. 
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sondern auch fUr den Bereich einer beliebigen Primzahl p anf eine einzige 
Weise in irreduktible Faktoren zerlegt werden kann. Diesen Satz habe ich 
in der Abhandlung „Neue Grundlagen der Arithmetik'* d. Journ., Bd. 127, 
S. 51 — 82*) ausgesprochen und bewiesen. 
Ist nun 

jene Zerlegung für den Bereich von p, so zeigt man wörtlich ebenso wie 
bei dem vorher betrachteten Falle, daß jede ganze oder gebrochene alge- 
braische Zahl 1] des Körpers K(x) nebst allen ihren konjugierten auf eine 
einzige Weise multiplikativ durch nur h geeignet gewählte Zahlen (ly^, i^j, ... ^0? 
d. h. in der Form: 



dargestellt werden kann, wo e eine „Einheit für;;" ist und die Exponenten 
m, positive oder negative Zahlen bedeuten. Geht man von einem solchen 
Fundamentalsystem zu einem äquivalenten „reduzierten'' (^i,7i2) ••• ^ä) über, 
so werden fUr dieses die Exponenten 7??, ganze Zahlen und die Elemente 77, 
die zu p gehörigen Primdivisoren im weitesten Sinne. Die Primzahl j^ 
besitzt also auch in diesem Falle genau h verschiedene Primteiler 77,, welche 
den Ä irreduktiblen Faktoren /-(.r) in (1*.) eindeutig zugeordnet sind. Sind 
allgemein Ci und /) die Ordnungszahl und der Grad von n^ und ist >/, der 
Grad des zugehörigen Faktors /i(^), so ist stets 

So ergibt sich die Theorie der idealen Primfaktoren und die der 
Einheiten als Spezialfälle einer und derselben allgemeinen Betrachtung, und 
zwar stehen sie in genau derselben Beziehung zu einander, wie die Unter- 
suchung der algebraischen Funktionen einer Variablen in der Umgebung 
einer endlichen Stelle und dieselbe Betrachtung für die unendlich ferne 
Stelle. Ebenso wie dort können auch hier beide Fragen gemeinsam unter- 
sucht und erst dann jene beiden Theorieen durch Spezialisierung gewonnen 
werden.**) 



*) Vergl. außerdem meinen Aufsatz: „Über die Entwicklung der algebraischen 
Zahlen in Potenzreihen". Math. Ann. Bd. 55, S. 301—336. 

**) Diese Untersuchung habe ich in einer im Jahre 1902 in Berlin gehaltenen 
Vorlesung vollständig durchgeführt. 



r 
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Die hier charakterisierte neae Theorie der algebraischen Zahlen 
deren Elemente ich in einer in diesem Journale (Bd. 128, S. 1 — 32) ver- 
öffentlichten Abhandlang entwickelt habe, scheint mir auch aus dem Grunde 
ein brauchbares Hilfsmittel für arithmetische Untersuchungen zu sein, weil 
mit ihrer Hilfe Fragen der Zahlentheorie vollständig und einfach gelöst 
werden können, deren Beantwortung mit den bisherigen Methoden entwedei 
überhaupt nicht gelang, oder doch bedeutende Schwierigkeiten bereitete. 

In der folgenden Abhandlung behandle ich eine dieser Aufgaben; 
sie ist eine Verallgemeinerung eines elementaren Satzes, welcher bei dei 
I)fric/f/rf6c\\en Behandlung der Theorie der Einheiten auftritt; nur am 
diesem Grunde wage ich es, diese kurze Untersuchung in dem vorliegenden 
dem Gedilchtiiisse dieses großen Mathematikers gewidmeten Bande zu ver- 
(öffentlichen. 



Ks sei wie vorher 

(1\) 



§1. 



/Cr) = 



eine beliebige irrednktible ganzzahlige Gleichung u-ten Grades, K(x) einei 
der // durch sie konstituierten konjugierten Körper, und I) die Diskriminantc 
irgend einer zu A*(.r) gehörigen Basis, z.B. die Diskriminante der Gleichung (P.) 
Da sich jede andere Basisdiskriminante bekanntlich nur um das Quadrat 
einer rationalen Zahl von D unterscheidet, so haben alte zu KQv) gehöriger 
1 )iskriminanten ein und dasselbe Vorzeichen: dieses ist also eine Invariante 
des Körpers K(jc). 

Eine ganz elementare Untersuchung der in (1.) angegebenen Zer- 
legung von /*(.r) in seine A irreduktiblen reellen Faktoren ersten und zweiten 
Graden ergibt nun den Satz: 

Die Basisdiskriminanten eines Körpers A'(.r) sind sSmtlich positiv 

oder siimtlich negativ, je nachdem n^h gerade oder ungerade ist, 

d. h. CS ist 

(20 sgn /> = (-!)-*. 

Vm sei nun /) eine beliebige Primzahl und 

wo p'^ die höchste in /> enthaltene Potenz von /> bedeutet, D^ aUo p nicht 
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mehr enthält. Ist nun 

(3*.) D=^p^J\, 

irgend eine andere Basisdiskriminante desselben Körpers, welche sich also 
von D nur um das Quadrat einer rationalen Zahl unterscheidet, so bestehen 
die beiden Beziehungen: 

p=(T (mod2) 



\ 27^ ^ p 



Die Diskriminanten /) eines und desselben Zahlkörpers enthalten 
somit entweder alle eine gerade oder alle eine ungerade Potenz einer 
beliebigen Primzahl jt>, und ihre primitiven Teile /)„ sind entweder 
sämtlich quadratische Reste oder sämtlich quadratische Nichtreste von p. 

Für den einfachsten Fall, daß die Primzahl p nicht in der Körper- 
diskriminante enthalten ist, wurde die Bestimmung des quadratischen Charakters 
jener Diskriminante in bezug auf p durch einen einfachen und eleganten 
Satz gegeben, welchen Herr Stickelberger auf dem ersten internationalen 
Kongresse in Zürich vorgetragen hat.*) Der Beweis für den Fall, daß /> = 2 
ist, macht aber hier besondere und nicht ganz einfache Hilfsbetrachtungen 
notwendig. Denselben speziellen Fall aber nur für eine ungerade Primzahl 
hat dann Herr Voronoi ohne Kenntnis der SHckelbergerBchen Arbeit 1904 in 
einem Vortrage bei dem dritten internationalen Kongresse zu Heidelberg 
auf einem anderen Wege bewiesen. 

Die Bestimmung der beiden Invarianten (4.) für einen beliebigen 
Körper K{x) und eine beliebige Primzahl p ist dagegen eine Aufgabe, 
welche mit den früheren Hilfsmitteln der Idealtheorie nicht allgemein gelöst 
werden konnte. Die Lösung ergibt sich aber höchst einfach, wenn man 
von der in der Einleitung erwähnten Theorie der algebraischen Zahlen 
ausgeht Im folgenden sollen jene beiden Invarianten für eine beliebige 
Primzahl p vollständig bestimmt werden und zwar so, daß der singulare 
Fall p=:2 keine Spezialuntersuchung nötig macht. 

Zunächst können und wollen wir die Grundgleichung f(x) als un- 
zerlegbar für den Bereich von p voraussetzen. 



*) Verh. des internat. Kongresses iu Zürich 1897. S. 182—193. 
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Angenommen nämlich, f{x) zerfalle für den Bereich von p mh irre- 
daktlble Faktoren, und es sei wie in Nr. (1*): 

(5.) /(.'•)=/; w/aO'-).../;o'0 (p) 

diese Zerlegung. Dann besteht bekanntlich für die Gleichungsdiskriminante 
die Identität: 

WO allgemein R (/) (.«), /» (.r)) die Bliminationsresultaiite von ^ (.c) und /* (;r) 
bedeutet. Da sich somit 

D (/■) von n I) (/;.) 

I 

nur um ein rationales Quadrat unterscheidet, so bestehen für die zugehörigen 
Invarianten rV und J. einerseits und ( -) und (-• ) andererseits die Bezie- 
hungen : 



(ö\) i> (/•) = 77 /> (/:) 77 /?' (/;• (.«•), A CO) (p), 



(6.) 



A 

l 

1=1 



(y=2:<^i (mod2), 



l (■^)=i(f)'^ 



Es sei also jetzt die Grundgleichung ;?-ten Grades auch für den 
Bereich der Primzahl /i irreduktibel. Dann besitzt die Gleichung 

(7.) /•(a) = 0>) 

fUr den Bereich von p genau n Wurzeln .r|,.r2, ... x^; diese lassen 8ich auf 
eine einzige Art in konjugierte Potenzreihen entwickeln^ welche im all- 
gemeinen nach ganzen Potenzen von p fortschreiten. Nur dann, wenn p in 
der Diskriminante des durch (7.) konstituierten Körpers A'(.t) enthalten ist, 
schreiten jene n Reihen nach ganzen Potenzen einer gewissen Men Wurzel n 
ans p fort, genau ebenso, wie die Wurzeln ?/. einer algebraischen Gleichung 
/'(y,.r) = in der Umgebung eines r-blättrigen Verzweigungspunktea x^a 

nach ganzen Potenzen von 7i = {,V'-ay entwiekelbar sind. Daher soll auch 
in diesem Falle {> eine Vcrztrriynngszahl ffir den Körper A'(.r) genannt 
werden, und e soll die Verzweigungsordnung von /> in bezug auf Ä'(.r) 

*) Wendet mau genau dieselben einfachen Tberlegungen auf die Zerlegung (1.^ 
von /*(.r) a. S. (vS an, so erhält man unmittelbar den Beweis der Gleichung (2.). 
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heilen. Die Zahl e ist stets ein Teiler von n^ so daß wie bereits a. S. 69 
erwähnt wurde: 

(8.) ef=^n 

ist. 

Es werde nun gleich die allgemeinste Annahme gemacht, daß p eine 
Verzweigungszahl für K(x) ist, deren Verzweigungsordnung e ist, und es 
sei n diejenige ^-te Wurzel aus p^ nach deren Potenzen sich die eine der 
n Wurzeln der Gleichung (7.) entwickeln läßt. Dann gilt für diese Wurzel x 
die folgende Gleichung: 

(9.) .r = B^^^n^ + fc(e+^>7ie+» + ... (p) . 

Die Koeffizienten 6^^\ 6^?"^*^ . . . sind dann eindeutig bestimmte modulo ^; 
reduzierte ganze algebraische Zahlen eines und desselben Körpers K{t) vom 
/-ten Grade, welchen ich den zu der Gleichung (7.) gehörigen Koeffizienten- 
körper nenne. Die Grundzahl b von A^(6) ist eine der /'konjugierten Wurzeln 
einer flir den Bereich von p irreduktiblen Gleichung /-ten Grades: 

deren Koeffizienten ganze Zahlen des rationalen Körpers A^(/;, 1) sind, und 
deren linke Seite einer der für den Bereich von /; irreduktiblen Faktoren 
/-ten Grades der Funktion: 

(10\) 6"'-« 

ist. Hieraus folgt, daß die / Wurzeln 
von (10.) den /Potenzen 



bezw. gleich sind, während 



6, fiP, B^\...t^^ ' 



B^'^B 



ist Die irreduktible Gleichung (10.) ist somit eine i46^/sche, und eine 
rationale Funktion ihrer Wurzeln ist dann und nur dann rational, wenn sie 
bei einer zyklischen Vertauschung der Wurzeln (f , ^i, ..., «^-0 in dieser Reihen- 
folge ungeändert bleibt. 

Die Entwicklungszahl n ist im allgemeinen eine reine e-it Wurzel 
aus p\ sie genügt nämlich einer reinen Gleichung e-ten Grades: 

(11.) iK^) = ^^+(-l)'/>/o = 0; 

Journal für Mathematik ßd. 129. Heft 1. 10 
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hier kann aber y^^ eine durch p nicht teilbare Zahl des Koeffizientenkörpera 
K(y) sein, welche durch veränderte Wahl von n innerhalb K{x) zwar ver- 
ändert, aber nicht beseitigt werden kann. In diesem Falle besitzt also n 
für jeden Wert f, von e genau e von einander verschiedene Wurzeln 

welche durch die aus (11.) folgenden Gleichungen 



bestimmt sind, wo (i = e * und yS^ der Wert von yo Air «, = s^ "^ ist. Er- 
setzt man also e durch seine / konjugierten Werte, so erhält man für die 
Entwicklungszahl n genau ef=^n konjugierte Werte, welche sich nur um 

die Einheiten p'^'C^o^)' von einander und von jp"" unterscheiden. Man erhält 
alle n Wurzeln der Gleichung (7.), wenn man in der Potenzreihe (9.) für x 
dem B alle Werte €, ^i, . . . f^_i beilegt und bei jedem f, der Entwicklungszahl 
n die e zugehörigen konjugierten Werte ^ti.i, ti,^, ... ti,^ gibt. 

Der bisher geschilderte Fall tritt stets ein, wenn die Verzweigungs- 
ordnung e von p nicht durch diese Primzahl selbst teilbar ist Der bisher 
ausgeschlossene Fall, wo e eine beliebig hohe Potenz von p als Faktor 
enthält, bot früher der höheren Arithmetik Überhaupt unüberwindliche Schwierig- 
keiten. Bei der hier benutzten Methode unterscheidet er sich aber von dem 
regulären Falle nur dadurch, daß hier die als Entwicklungszahl n auf- 
tretende 6-te Wurzel aus p nicht durch eine reine Gleichung (11.) definiert 
ist, sondern die Wurzel einer gemischten Gleichung e-ten Grades: 

(11\) xp{n) = 71' -;>y,.i 71-* +pY^, n^' - ... + (- l)>yo = 

sein kann, deren Koeffizienten py^^ durch p teilbare ganze Zahlen des Koeffi- 
zientenkörpers K(jb) sind, in der aber das letzte Glied yy^^ sicher nur durch 
die erste Potenz von p teilbar ist Auch hier gehört zu jedem der / kon- 
jugierten Werte «, von « je eine Gleichung: 

(ll^) v.(^) = 7i -/>/.!l,7i^J + --±py^'*^ = (^-^.i)(^--^ö)...(^-0, 

welche sich ebenfalls von einander und von p' nur um algebraische Ein- 
heiten unterscheiden, und alle vorher für den regulären Fall angegebenen 
Resultate bleiben somit auch hier unverändert gültig. 
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Um nnn die beiden Invarianten (4.) za bestimmen, betrachte ich die 
Diflkriminante /)(!)? welche za einer möglichst gOnstig gewählten algebra- 
ischen Zahl f von K(x) gehört Es sei 

^ = 6 + 71, 

WO € die Grundzahl des Koef&zientenkörpers K(b) and n die Entwicklnngs- 
zahl fär den Körper A^^r) ]^bedeatet. Dann ist /)(|) das Differenzenprodakt 
der ef=^n konjngierten algebraischen Zahlen: 



(12.) 



Bi + Till 1 *l "T ^12? • • • ^1 "7" ^U) 

^2 T ^21 j ^2 "T ^22) • • • *2 "T ^2e) 

■ 



Das Differenzenprodakt der e in einer nnd derselben, etwa der i-ten Zeile 
stehenden Warzeln ist nun zunächst gleich 

d.h. gleich der Diskriminante der Gleichung y^i(n)=zO in (IP.). Dagegen 
beginnt jede Differenz 

von einer der e Wurzeln der t-ten Zelle und einer der ^Wurzeln der ^'-ten Zeile 
immer mit €, — f,r ; das Produkt aller WurzeldifPerenzen, deren Minuendus und 
Subtrahendus verschiedenen Zeilen angehören^ beginnt also mit 

wenn D(«) die Diskriminante der Gleichung f/)(«) = in (10.) bedeutet. 

Also ergibt sich für die Entwicklung der Diskriminante Z)(|) nach 
steigenden Potenzen von p die Gleichung 



i=l 



= 7)(6riV,7)(e^(7i)) + .... 

Beachtet man noch, dafi fttr die Diskriminante irgend einer Gleichung 
^(n)sO vom «-ten Grade 



«(«-!) 



Z>(V'(n)) = (-l) * N„(rp'(n)) 



10' 
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ist, 80 ergibt eich endlicli die folgende Entwicklung der Gleichnngsdiskri- 
minante I>(Sy* 

(13.) />(!)= /^co'^.A^Q-ir^V,^ 

Fast ebenso einfach erhält man eine vollständige Darstellung der 
Kürperdiskrirainante l)(K{xy) von K(x) und nicht bloB eine Darstellung 
ihres Anfangsgliedes, wenn man beachtet, daß die ef=n Zahlen 

offenbar ein Fundamentalsystem für diesen Körper bilden, und daß daher 
die aus ihnen und ihren konjugierten gebildete Determinante der Quadrat- 
wurzel aus />(/r(.r)) gleich ist. Durch eine sehr einfache Umformung jener 
Determinante ergibt sich so die Gleichung: 



(13V) 



i)(K(x))=D(.y-ni)(ip,(7,)) 

und wir erkennen so beiläufig, daß die Körperdiskriminante D{K{x)) und 
die vorher betrachtete spezielle Gleichungsdiskriminante D(ß) dieselbe Potenz 
von p enthalten, nämlich diejenige, welche in dem Produkte nD(^^(n)) 
auftritt. Im folgenden will ich daher jetzt die Darstellung (13*.) der Körper- 
diskriminante zur Bestimmung jener beiden Invarianten benutzen. 

Um nun />(A'(.r)) mit Hilfe von (13*.) wirklich zu berechnen, bilde 
ich die Ableitung der Funktion V'(^) iu (11*0 

und entwickle sie nach steigenden Potenzen von n. Die e einzelnen Glieder 
von U*'{p) sind alle von verschiedener Ordnungszahl in bezug auf j;, da 
sie, abgesehen von ganzzahligen Potenzen dieser Primzahl bezw. mit 7i^\ 

n'"%....i, 1 d. h. mit den gebrochenen Potenzen p ' ,.../)% 1 multipliziert 
sind. Daher können sich in keinem Falle zwei dieser Glieder fortheben. 
Schreibt man also die Entwicklung von v'O) ^^ ^^^ Form: 

(uo t-'Ci) = (7-1 ^'-" + c .1' + ..., 

so ist das Anfangsglied i\^x^*^^ einfach das Glied niedrigster Ordnnng 
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in V^'(^), welches in jedem Falle nnmittelbar angegeben werden kann. Ist 
e durch p nicht teilbar, also V^(^) = ^* + (— l^^yo? so ist: 

(14*0 t/j\n) = C7^j tJ-' + ... = en'^\ 

also in diesem regulären Falle ist einfach: 
(15.) e = e^ cj_^ = e. 

Bildet man nun die Norm von ^f^\7i) in (14.) und beachtet dabei^ daß 

^n(^)=;^ro 

ist, so ergibt sich zunächst: 

(16.) (- if^ .\\(f' (n)) = (- lf'^c^,_,rt' p-' + - = r^rP'-' + - , 

wo fo eine p nicht enthaltende Zahl des Körpers K(€) ist, welche durch 
die Gleichung: 

(16'.) ^-u'C-i) ' ct^^r^ 

definiert ist. In dem regulären Falle ist nach (15.): 

(16^) F.. = (-1K~^>»-'. 

Substituiert man diesen Wert endlich in (13\), so ergibt sich: 

(17.) 7>(Ä'(x))=/A,=;/^^-'^/>»(*)'(^v,(y.,) + ..0, 

and man erhält so die folgende Darstellung jener beiden Invarianten: 

I cy = /'(e-l), 



e— I 



1 i^^=m' ■i'''^^) 



§2. 

Um die Einfachheit des im vorigen Abschnitte gefundenen allgemeinen 
Resultates deutlicher hervortreten zu lassen, betrachte ich die einzelnen Fälle 
desselben gesondert. 

Ich nehme zuerst an, daß p kein Teiler der Körperdiskriminante von 
K(x) ist Dann ist ^ = p, also 
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es wird hier also einfach 

Die GleichQDgsdiskriminante />(f) ist nun quadratischer Rest oder Nichtrest 
ZQ j[), je nachdem sie für den Bereich dieser Primzahl einem rationalen 
Quadrate gleich ist öder nicht, je nachdem also ihre Quadratwurzel 

X. • JL f • •.• X 

I 

*7 *M ••• *»— 1 



V/>(0=r, *i, ...*U 



I • 






rational ist oder nicht Nach der oben a. S. 73 gemachten Bemerkung ist 
aber eine rationale Funktion von («, «i, ... «..O dann und nur dann eine 
rationale Zahlgröße fär den Bereich von p^ wenn sie bei einer zyklischen 
Permutation jener u Wurzeln ungeändert bleibt; und da sich bei dieser 

Vertauschung VlJ(f) offenbar mit (— 1)''^ multipliziert, so ergibt sich sofort 

der Satz: 

Ist /*(.r) für den Bereich von p irreduktibel, und ist p keia 
Diskriminantenteiler des zugehörigen Körpers K(x)^ so ist die Diskri- 
minante einer jeden Gleichung dieses Körpers quadratischer Rest oder 
Nichtrest zu p^ je nachdem n ungerade oder gerade ist; es ist also stets: 

(19.) (f)^(-l)'-\ 

Dieser Fall tritt z. B. stets dann ein, wenn /"(.r) nicht bloß für den Bereich 
von />, sondern auch modulo ;> irreduktibel ist, denn dann ist ja p sicher 
kein Teiler der Gleichungsdiskriminante von f(x). 

Nimmt man allgemeiner f(x) als reduktibel f&r den Bereich von jw 
an. setzt aber auch jetzt voraus, daß p kein Teiler der Körperdiskriminante 
ist« und sei dann (5.) die Zerlegung von f(jc) fttr den Bereich von />, wm 
ergibt sich leicht (vgl. § 8 der a. S. 69 genannten Abhandlung), daß aacla 
die h Körperdiskriminanten //'^ die Primzahhl p nicht enthalten. Ans dev 
zweiten Gleichung in (6.) und aus (19.) ergibt sich somit in diesem Fall^ 
die Gleichung: 
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Ist also p kein DiBkriminantenteiler des Körpers n-ter Ordnang 
K(x) und zerfällt die Grandgleichung für den Bereich von ^ in A irre- 
duktible Faktoren, so ist D Rest oder Nichtrest für j9, je nachdem n—h 
eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 

In die Sprache der Idealtheorie übertragen, besagt die bisher gemachte 
Voraussetzung, daß die Primzahl ;; lauter verschiedene Primfaktoren inner- 
halb K(x) besitzt. 

Der hier bewiesene Satz gilt auch in dem Falle, daß p die gerade 

Primzahl 2 ist; nur muß alsdann das Zeichen (-^) etwas anders, nämlich 

durch die Gleichung: 

(20.) (|)=p-=(-.l)« 

definiert werden. Ist nämlich D für den Bereich von 2 einem Quadrate 
gleich, so muß bekanntlich/) die Form 8i^ + l haben, und nur dann ist 

auch (2-)= + !. Ist dagegen /) = 8>' + 5, so ist nach unserer Definition 

("2 ) = — 1 1 während dieses Symbol den imaginären Wert + 1 oder — t haben 
wUrde, wenn D die Form 81^ + 3 oder 8r + l hätte. Sind die beiden Zahlen 
D und D' oder auch nur eine von ihnen primär, d. h. von der Form 4;^ + !^ 

so gilt offenbar auch in diesem Falle die Gleichung (-9") = (jöJ Vw) ' 
Bei dieser Definition des Legefidre^chen Symbols besteht nun ebenfalls die 
Gleichung: 

(21.) (-f)=(-irN 

d. h. ist f(x) fUr den Bereich der Primzahl 2 irreduktibel und ist 2 nicht 
in der KOrperdiskriminante enthalten, so ist jede Diskriminante dieses 
Körpers von der Form 8^+1 oder Sr + b, je nachdem der Grad jenes 
Körpers ungerade oder gerade ist Es gibt keine Diskriminante von 
der Form 8v+3 oder 8v+l. 

Daß zunächst jede Diskriminante D(i) von der Form 4^+1 ist, 
beweist man leicht folgendermaßen: Erhebt man die Gleichung 

y'/>s=[6*, fjj ... f*_,| (»=0,1, ...n-l) 

zum Quadrate und wendet dann den Fennat^chen Satz fUr den Primzahl- 
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modul 2 an, so ergibt sich die Kongruenz: 

0/r>)^ = ;a^6r,...ei| (mod2). 

Da aber die Zahlen 6^, «i, ... sl_y^ bezw. gleich: «i, «2? ••• ^«-n « sind, so ist die 
rechts stehende Determinante gleich der vorigen multipliziert mit (— l)""*: 
und da dieser Faktor modalo 2 fortgelassen werden kann, so besteht die 
Kongruenz 

(^T))=]fl) oder V7)(l/7)-l) = (mod2); 

aus ihr folgt ohne weiteres, 

fn=l (mod2), 
das heißt: 

wo y eine ganze Zahl von K(h) ist Also ist 

/) = ! + 4/(^ + 1) 
oder 

/) = ! (mod4), 
w. z. b. w. 

Ist nun D für den Bereich von 2 einem Quadrate gleich, so muß 

VD in diesem Bereiche rational sein, und dies ist nach dem soeben für eine 
beliebige Primzahl p bewiesenen Satze dann und nur dann der Fall, wenn 
n ungerade ist Damit ist der vollständige Beweis für die Richtigkeit der 
Gleichung (21.) erbracht. 

Setzt man endlich in der Gleichung (19\) i> = 2, so ergibt sich das 
folgende allgemeinere Resultat: 

Zerfällt die Primzahl 2 in dem Körper ^2-ten Grades K (x) in h 
von einander verschiedene Primfaktoren, so ist die Körperdiskriminante 
sowie jede Gleichungsdiskriminante von der Form 8r+l oder 8r-f5 
je nachdem n — A gerade oder ungerade ist. 

§3. 

Es sei jetzt zweitens die Primzahl p ein Verzweigungsteiler von 
K(x)^ aber es möge ihre Verzweigungsordnung e den Divisor p nicht ent- 
halten. Setzt man dann in der allgemeinen Gleichung: 
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(22.) D(ix)=^D (sy N, ((- 1)'"^" A^ (i// (t,))) 

t//'(7l) = e7l'"^ 

und beachtet, daß iV(7i) = py„ ist, so ergibt sich 

■ 

wo 

(23.) /o = (- 1)"^'«' /r 

gesetzt ist. Also erhält man für die beiden Invarianten die Gleichungen: 

iJ=f(e-l) (mod2), 



(24.) 



Kf)=(>^)'('^f-V(-i)''^--(^^"-^ 



wenn man den in (19.) gefundenen Wert (—1)''"^ von (—-~) berücksichtigt. 

Ich sehe zunächst von der einen geraden Primzahl ;; = 2 ab, setze 
also im folgenden j^ als ungerade voraus. Ist dann ^o irgend eine ganze 
Zahl des Bereiches KQi) und beachtet man, daß für die konjugierten Zahlen 
hiW^-'W"^^ allgemein 

y{p = yC' (moip) 

ist, so ergibt sich: 

Eine Zahl ^o des Körpers K(€) soll nun ebenfalls quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest von p heißen, je nachdem sie dem Quadrate einer 
Zahlgröße von Ä"(^) für den Bereich von p gleich ist oder nicht. Eine 
leichte Überlegung, welche der entsprechenden innerhalb des Körpers der 
rationalen Zahlen durchaus äquivalent ist, zeigt nun, daß ^o I^est oder Nicht- 
rest von p ist, je nachdem 

y^i ^ -^+1 oder — — 1 (mod p) 
ist. 

Ich will daher den kleinsten Rest dieser Potenz modulo p durch 1 -^r 

bezeichnen und ihn den quadratischen Charakte?- der algebraischen Zahl y,, 
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in bezug auf p nennen. Dann geht die Gleichung (24.) fUr (— ) bei Be- 
rlicksichtigung von (23.) in die folgende einfachere über: 

(24-.) (-^") = (- l)'^^-'> {|) = (- 1)'^^-'^ F"---— ^"^'1' 

wobei noch zu beachten ist, daß jede Qaadratzahl in dem Zeichen j | einfach 
fortgelassen werden kann. 

Ich unterscheide jetzt in (24.) und (24*.) die beiden Fälle, daß die 
Verzweigungsordnung e gerade oder ungerade ist. 

I. e gerade: 

J --/ (mod2), 

Ct)={^-f'-'"l- 

II. ^ ungerade: 

(J = (mod2), 



f-i 



(f)=(-i)'-n"i- 



Das letzte Kriterium läßt sich noch einfacher schreiben, da hier die Zahl 

(— 1) ^ e rational ist. Ist nämlich E irgend eine ganze rationale Zahl, so 
besteht die Kongruenz 

{fl./-.fe-')^=(f)---'-=(-)' („od,). 

Also läßt sich der zweite Fall einfacher so schreiben: 
IL e ungerade: 

J=0 (mod 2), 

und er zerfällt Je nachdem /gerade oder ungerade ist, in die beiden Unterfälle: 
II*. e ungerade, f gerade: 

d=0 (mod 2), 

(f)=-i- 
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IP. e ungerade, / angerade: 

d = Q (mod 2), 



#)=o-'p). 



\ p / \ p 



Die vorher noch ausgeschlossene gerade Primzahl p^2 ordnet sich, 

wie man jetzt leicht sieht, unmittelbar dem Falle II unter. In der Tat 

mufi ja hier die Verzweigungsordnung e ungerade sein, da sie kein Multi- 

plum von 2 sein soll; die allgemeinen Gleichungen (24.) und (23.) gehen 

daher in diesem Falle über in 

(T = (mod 2), 






r.. = (-l) ' ^7-' 

In diesem Ansdracke für y kann aber die gerade Potenz ytr^ einfach fort- 
gelassen werden, weil ihre Norm ein rationales Quadrat ist, und ebenso 
kann ^ durch e ersetzt werden. So ergibt sich genau ebenso wie in (II): 
III. p = 2: 

S=0 (mod 2), 



(#)=(- 1)'--(<--#-^), 



and je nachdem f gerade oder ungerade ist, erhält man auch hier genau 
die Gleichungen (IP) und (IP). Beachtet man endlich, daß das Symbol 

(-g^) in diesem Falle über den Charakter von A, modulo 8 entscheidet und 

daß hier die beiden Zahlen n = ef und f zugleich gerade oder ungerade sind, 
so läßt sich das Resultat in dem folgenden Satze aussprechen: 

Ist die Primzahl 2 für den Körper K{x) ein Verzweigungs- 
teilet ungerader Ordnung, so ist sie in jeder Diskriminante desselben 
in gerader Potenz enthalten. Der primitive Teil />„ einer jeden solchen 
Diskriminante ist entweder von der Form 8n + 5, oder er ist modulo 8 
kongruent 

je nachdem der Grad des Körpers gerade oder ungerade ist. 



^— 1 
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Endlich läßt sich auch das allgemeinste Resultat für den Fall, daß 
die Verzweigungsordnung e ein Vielfaches der ungeraden Primzahl p ist, mit 
Hilfe der bisher durchgeführten Betrachtungen in sehr einfacher Weise aus- 
sprechen. In diesem Falle folgt nämlich aus (18.) 

WO nach (16*.) 

?^, = (-l) ' cL.yS- 

ist. Substituiert man diesen Wert und beachtet, daß! — 1 = (— 1) ' ist, 
so ergibt sich schließlich 

(f)=(-ir-^-^s^|'f]'{'-r'. - 

Unterscheidet man auch hier die einzelnen möglichen Fälle, so ergibt sich 
das folgende Schlußresultat: 

e gerade. 

a) e ungerade. 

ry=0 (mod 2), 

(f)=(-i) ' . 

0) e gerade: 

rf=/ (mod 2), 

e ungerade. 
(t) e ungerade: 

cy = (mod 2), 



(f-)=(-i)'-'^--^m- 



Ij) e gerade: 

(J::^/ (mod 2), 



(';•)=(- D'-'-^f-^nj). 
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Die erste nnd wichtigste Invariante ist also die Zahl h aller Prim- 
&ktoreu der Primzahl p and sie stimmt für diesen Bereich mit der von 
Diiichlet in die Theorie der Einheiten eingeführten Anzahl der reellen Faktoren 
der Grandgleichung vollständig überein. Bei der Bestimmung der Zahlen d 

and (— ^ ) für einen einzelnen Primdivisor treten noch außerdem die beiden 

Zahlen e und /, die Ordnung und der. Grad desselben auf; zu ihnen tritt 

aber in dem regulären Falle noch die eine Invariante |— L während indem 

allgemeinsten Falle außer ihr noch die beiden neuen Invarianten e und 

l-^j hinzukommen. 
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Sur la relation („) = (-!)""* et la loi de räciprocitö. 



p 

Par M. D. Minmanoff et M. K. Henael. 



I. 

(Extrait d'uue lettre de M. D. Minmanoff k M. K. Ilemel.) 
Jja relation 

(10 (f)=(-ir*» 

si intimement li^e ä la formale ^l^mentaire dans la theorie des unit^s com- 
plexes, sur laquelle M. Voromi a appel^ Tattention aa 3® Congr^s inter- 
national ä Heidelberg et que vous avez g^neralis^e dans votre Memoire 
pour le centenaire de THnchlet*) est sosceptible de nombreases applications. 
En voici nne qai n'est pent-6tre pas d^nu^e d'int^r^t 

Soit / un nombre premier diff^rent de ]). Appliquons la relation (1.) 
ä la congruence 

(2.) ^} = (mod p\ 

que Ton rencontre dans la tb^orie de la division du cercle. 

Soit / l'exposant aaquel appartient le nombre p (mod /) et posons 
/— 1 

On sait qoe le premier membre de (2.) se d^compose en e factenrs 
irr^ductibles (modp), d'oü h — e. 



i—\ 



D'autre part le discriminant de (2.) est 6gal k (— 1) * /'"^ 



*) Voir p. 78, n^ (19*0 du memoire precedent. 
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II vient par cons^quent, en appliquant la relation (1.), 

IVfais (— l)' = ^n, paisque ^ est nii r^aidu si e est pair et un non-r6sida 

e est impair; d'autre part (— ) = (— 1) ' . 
Od aura done 

et Ton voit que la loi de reciprocite de Legendi^e est une consequence de la 
relation (1.). 

C'est lä le r^sultat que je vonlais ^tablir. . . . 



II. 
(Extrait d'une lettre de M. A'. Hensel k M. /). Mirimanoff,) 

... Permettez-moi la remarque que votre d^monstration de la loi 
de reciprocite peut 6tre l^g^rement modifiee de mani^re qa'elle s'applique 
anssi an theor^me sappldmentaire. 

En effet, soit p an nombre premier quelconqüe, / un nombre premier 

impair, et soit /=(— 1) M sa forme primaire; alors le discriminant de votre 
^quation (2.) est dvidemment /):=/''"% et en appliquant la relation (1.), il 
vient, puisque /est primaire, 

(f)-(?)=(r=c)- 

L'^quation (^) = ( ) contient la loi generale de Ler/endre; et pour ;/- 2 

fr r 

r^quation 

7-1 /•— i 



(7) = (2 ) = (-!)' -(-1) 



donne immediatement le tb^or^me suppl^mentaire. 
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Sur les Invariants Arithm^tiqiies. 

Par M. H. Pdiware a Paris. 



§ 1. Introduction. 

JLJejeune'Dirichlet dans deux remarquables m^raoires: Sur VUsage des 
Series Infinies dans la Theone des Nombres (Journal de Grelle^ tome 18) et 
Recherches sur direrses Applications de V Analyse Infinitesimale ä la Theone 
des Nombres (Journal de Crelley tome 19) est parvenu ä d^terminer le nombre 
des classes des formes quadratiques d*un d^terminant donn^. II s'est servi 
ponr cela de certaines series infinies dont les propri^t^s sont remarquables. 

J'ai eu moi-meme Toeeasion de me servir de series identiques ou 
analogues dans divers articles relatifs aux Invariants Arithmetiques qui ont 
paru dans les Comptes Rendus de TAcad^mie des Sciences de Paris en 
1879 et dans ceux du Congr^s d' Alger de TAssociation Fran^aise ponr 
VAvancement des Sciences en 1881. 

Je demande la permission de revenir sur divers points relatifs ä ces 
series pour präsenter une s^rie de remarques, qui n'ont peut-Stre pas par 
elles-mSmes un tr^s grand int^ret, mais qui ne sont cependant pas indignes 
d'attention, ä cause du lien qui les rattache ä Toeuvre de Dirichlet. 

Ces remarques se rapportent aux fonctions fuchsiennes, aux fonctions 
ab^liennes, aux fonctions elliptiques et ä un certain nombre de transcen- 
dantes nouvelles plus ou moins apparent^es aux fonctions elliptiques et 
fuchsiennes et k la fouction de Fredholm. 

Ce qui permet de r^unir ainsi dans un mßme travail un tel nombre 
de fonctions si diverses, c'est la communaut^ de lenrs propri^t^s arithmetiques 
et leurs relations avec Tanalyse de Lejeune-Dinchlet. 
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§ 2. Invarianis des fonnes lineaires. 
On sait qu'aa point de vue alg^brique, nne forme lin^aire 

n'a pas d'invariant; je vcux dire qu'il n'existe pas de fonction uniforme des 
deux coefficients a et h qui ne changent pas quand on remplace la forme 
linöaire par sa transform^e par nne Substitution linöaire quelconque. 

Elle en poss^de au contraire au point de vue arithm^tique, c'est-ä- 
dire qu'il y a des fonetions uniformes des deux coefficients qui ne changent 
pas quand on remplace la forme lin^aire par sa transform^e par une Sub- 
stitution lin^aire quelconque ^> coefficients entiers. Ce sont les Invaiiants 
Arithmetiques, 

Un bon exemple est foumi par la s^rie 

oü m et n peuvent prendre tous les syst^mes de valeurs enti^res possibles, 
positives^ negatives ou nulles, k Vexception du Systeme m = 0, n = 0. Cette 
s^rie est absolument convergente pourvu que le nombre k soit plus 
grand que 2. 

Dans les articles que j'ai cit^s, j'ai montr^ comment ces s^ries et en 
m£me temps les fonetions doublement p^riodiques peuvent s'exprimer par 
des integrales d^finies simples. J'ai indiqu^ ensuite quel parti on peut en 
tirer pour reconnattre si deux formes quadratiques d^finies de mSme d^ter- 
minant n^gatif sont ou non äquivalentes, au sens arithm^tique du mot 

Ces s^ries se rattacbent aux fonetions elliptiques par le lien le plus 
direct. Si en effet, nous adoptons les Rotations de Weierstrassj et que nons 
fassions 

a = 2cü, 6c=2cü', 
on aura 

♦~3.4.5' ""4.5.7' «"400.3.7' '""80.3.7.11' 



• • • 



Plus g^n^ralement, envisageons une fonction uniforme ip (a, b) qui jene le 
röle d'invariant arithm^tique, c'est-ä-dire qui satisfasse ä la condition 

(p (aj b) = (p (aa -f /96, ya + db) 
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c^oaed a^ ß^y^d sont des entiers tels que 

!X1 est clair qae oe sera une fonction nniforme de g^ et de g^ et que r^ci- 
^roquement tonte fonction uniforme de g^ et de g^ sera un invariant. 

Consid^rons maintenant en particnlier les invariants qui sont des 
:fonctions homogenes de a et de 6, ce qui est le cas de la fonction 4^i, d^finie 
par r^quation (1.); on aura 

cp{aa + ßb, ra+H)=^(ra+H)-^<p(^^l, l) 
d'oü, en faisant 6 = 1, 

ce qui montre que si k est un entier positif et pair, y (a, 1) est une fonction 
th^tafuchsienne correspondant ä ce groupe fuchsien particulier qui engendre 
les fonctions modulaires. 

On peut se demander si cette fonction peut ^tre repr^sent^e par une 
de ces s^ries th^tafuchsiennes que j'ai d^finies dans le § 1 de mon memoire 
sur les fonctions fuchsiennes (Acta Mathematica, tome 1). Et d'abord quelle 
est la forme de ces s^ries th^tafnchsiennes dans le cas qui nous occupe. 
Soit H{x,y) une fonction rationnelle quelconque, homogene d'ordre 
r-2k par rapport ä o; et k 3/ et envisageons les s^ries: 

(20 2H{aa^^ß, Ya^-d)^:^{ra+dr^Il{'^l±^^^ 

et 

(2^**.) 2ll{aa^ßb, ya+db) 

^tendues ä tous les syst^mes de nombres entiers », /^, ^^ cT, qui satisfont k la 
cöndition aJ— /9y=l, 

La l^'^ est une s^rie th^täfuchsienne, la 2^"" est un invariant arith- 
m^tique. II faut toutefois 'que les s^ries convergent. En se reportant au 
memoire cit^ sur les fonctions fuchsiennes, on voit que les conditions n^cessaires 
et süffisantes pour la convergence d'une s^rie de la forme (2.) sont: 

1" que la fonction H{xj 1) n'ait pas d'infini sur le cercle fondamental; 

2" que k soit un entier plus grand que 1 (au moins ^gal ä 2). 

12* 
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Mais dans le cas qiii nous occupe, ces conditions doivent etre Mg^re- 
ment modifi(^es, parce que ce qni joue ici le röle du cercle foudamental, 
c'est une droite: Taxe des quantit^s reelles. 

II est ais^ de transformer cette droite en un cercle par an change- 
meiit lin^aire de variable; on retombera snr une s^rie de la m€me forme. 

Seit par exemple 



(3.) 


^(') ^^v+5'^''^"+^^" 


et posons 






■t—i 




'-'t+i- 


Soit de plus 






j az-\-ß .«'-1. . a'< + /S' 



r^galit^ (3.) deviendra 

(3'"') (^+ i)-"0G|~J)=-^/A(y-:;^f,) (j'V+crr* 

en posant 

On voit que si la fonction homogene IlQcjy) n'admet pas en y = 
un z^ro d'ordre 2A: au moins, la fonction Hi(t) aura un infini pour f = — 1, 
c'est-ä-dire sur le cercle fondamental et la convergence ne pourra avoir lien. 

Les conditions n^cessaires et süffisantes de la convergence sont donc: 

r' que le nombre k soit un entier plus grand que 1; 

2" que la fonction IIQc, y) ne puisse devenir infinie quand le rapport 

- est r^el: 

3" qu'elle admette un z^ro d'ordre 2k pour y = 0. 

Nous avons ainsi une nouvelle forme plus g^n^rale pour repr^enter 
les invariants arithm^tiques, mais si nous revenons aux fonctions 0^ d^finies 
par r^quation (1.) une nouvelle question se pose. La fonction th^tafuchsienne 
*t(a, 1) peut-elle 6tre repr^sent^e par une s^rie th^tafuchsienne? 

Nous savons que dans le cas oü le polygone g^n^rateur i?u est tout 
entier ä l'int^rieur du cercle fondamental et n'a aucun sommet sur ce cercle, 
tonte fonction th^tafuchsienne peut 6tre repr^sent^e par une s^rie th^tafuchsienne 
pourvu que k>2 (loco citato, page 246). Mais il n'en est pas toujours de 
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mSme qaand le polygone g^n^rateur a un sommet mr le cerde fondamental. 
II y a alors ane condition ä remplir (cf. loco cit. pages 215 et 275). Si fir^ est 
un sommet sita^ sur ce cerclc, et 0i(O une s^rie th^tafochsienne, on devra avoir 

lim (t - a,y* 0i(O « 0- cpow «-i) 

Eevenons ä T^quation (3^**) et faisons 

0.(O=('+i)-"0O'^); «.=-1- 

On devra avoir 

lim 0(^) = O. (i)our: = x) 

Si donc 0A ^tait repr^sentable par une s^rie th^tafachsienne, on devrait avoir 

lim 04(^, l)=lim-2';^ , — Ni = 0. cpourj««) 

Or on a ^videmment 

lim -T^- ^,, = 2 lim i 4 ^ 0. 

(»12; + n)* ii=.in* ^ 

Donc les </>« n^ peuvent etre mis soas la forme de s^ries tb^tafuchsiennes. 

Mais ä an certain point de vne les s^ries 4»^ peuvent etre regard^es 
comme une deg^n^rescence des s^ries th^tafuchsiennes. 

Soit en effet I ane quantit^ qaelconqae, non reelle, et envisageons 
la s^rie tb^tafachsienne 

Si nous faisions tendre S vers z^ro, noas aarions ä la limite dans 
la s^rie en question, une infinit^ de termes qui deviendraient ^gaux entre 
«nx, ce qai saffit poor montrer qae la s^rie ne saurait £tre uniform^ment 
convergente. 

Gronpons les termes de la s^rie convenablement, c^est-ä-dire en 
T^nnissant ceux de ces termes qui deviendraient ^gaux entre eux ä la limite. 
On les d^dait du l''^ d'entre eux en changeant / et (T en 

'm £tant un entier quelconque positif ou n^gatif. Le terme g^nöral en question 

peut alors s'öcrire: 

1 
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Nons sommes ainsi condaits ä sommer la s^rie 



oü a et 6 sont des constaotes et oh Ton donne k m toates les yaleurs enti^res 
depais — oo jasqa'ä +oo. La sommation est ais^; od sut en effet que 
Tod a 

d'oh 



^(^^)«-=i^-(2A-i)J^»© 



en d^signant par t\ (x) la d^riv^e (2 k — l"") de n cotg x n . 
Dans cette formale il faat faire 

d'oii 

Or si noas sapposons x tr^B grand, et par exemple de partie ima- 
ginaire positive^ on aura sensiblement 

(-1)(2A-1)! F,{x)=A,e'^-% 

Ai^ ^tant ane constante ne d^pendant que de k\ si done ^ est tr^s petit et 
que sa partie imaginaire soit positive; on aara 

— — ^ 

d'oü 

2i7r 

La sommation est ^tendue ä tous les syst&mes d^entiers a et /i, premiers 
entre eux. Etant donn^s denx entiers a et ß premiers entre enx, on peut en 
eflFet toujours en d^duire deux autres entiers y et (T tels que a^'-ßy = l; 
le Probleme comporte m^me une infinit^ de Solutions, mais qui toutes con- 

duisent ä la m^me valeur de Texponentielle e '"^^. 
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oü 

Le Premier signe JS se rapporte ä rindice t'; le second an nombre 
entier m; le troisi^me ä tons les systömes d'entiers a,/? premiers entre eax. 

Si nous effectnons d'abord les denx premiöres sommationSi noos 
trooYons 

(6.) ^,'^' cotg 71 ^; (aa+,iby-''. 

Faisons tendre les I« vers z^ro; y tendra vere Too; et cotg n -y 

tendra vers +1—1 oa — V^l saivant le sig^e de la partie imag^naire de 

W on ce qui revient aa m^ine, snivant celoi de la partie imaginaire de I,; 

* • 

de Sorte qne Texpression (6.) aara poar vatenr asymptotiqae 



''•' ^^ ?, {aa + ßhr 



OÜ f. est ^gal k +1 oa ä — 1 , snivant le sig^e de la partie imaginaire de |, . 
Si les parties imaginaires ^taient tontes de mSme sig^e, le co€f6cient 
-2* -^ se rednirait k 

et par cons^nent k z^ro. Nons snpposerons dönc qne les parties imaginaires 
des ^j ne sont pas tontes de m£me signe: et nons poserons 






II vient alors 



1 



lim 0(a. A)="--''l — 1 ß— 7 r^ixir- 



La sommation s^^tend k tons les entiers er et {i prenxiers entre enjt. mais il 
est clair qne Texpression 

^ 1 

ok a et ß sont premiers entre enx, ne diff&re de la meme expreasion oü 
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gg ^:^m ß 80Dt des entiers quelconques, qae par le facteur constant 2— 2k ^^ 

fy^ prend toutes les valears enti^res positives. 

Ainsi se trouvent rattach^s les invariants arithm^tiqaes de la forme 
(1.) et anssi ceux de la forme (4) ä ceux de la forme (2.) ou (2^^^) qui 
8'e:s:pnnient directement par une s^rie th^tafachsienne. 

Uaniformit^ de la convergence de ces s^ries s^^tablirait ais^ment, ce 
qai permettrait de se rendre mieux compte de la fa^on dont ces s^ries 
peim^ent s'exprimer en fonctions de </2 et de ^3, ou ce qui revient aa m£me 
de la fonction fachsienne: 



• -=A=)=Ki)=i.:!i 



et de sa d^riv^e. 

Prenons d'abord les fonctions th^tafuchsiennes les plus simples, en 
sapposant k = 2. P]Ues seront de la forme: 

oti le degr^ de Q(x) d^passe d'une nnit^ an moins celui de PQc). Soient 
d^&illears q et p ces denx degr^s de teile sorte qne 

q>p+l. 

ient de plns x^^Xi^...^^ les z^ros de Q(.r); et ^1,^2,...^^ les valeurs 
^örrespondantes de z. Notre fonction (7.) pourra s'exprimer par une s^rie 
tl^^t:afuchsienne de la forme (2.) oü ä; = 2 et oü 



^(,; 1)= ^fi^^- 



(2!— -^JC^— ^3) •••(2— ^J (2—^1) •••(2^—0 



oii 



^11^2) •••^9 sont les quantit^s d^finies plus haut et dont la partie ima- 
«ire est positive, tandis que ^1, ^29 ••• C ont leur partie imaginaire negative, 
^^^^int ä n(z)j c'est un polynöme de degr^ q^ + r — 4. Nous prendrons ponr 
^*^*^ de simplicit^: 

q=l^ 7* = 3, p = 0'^ (/ + r — 4 = 



d 



Sorte que P(x) et n(z) se r^duisent k des constantes. Faisons maintenant 
^re simultan^ment ^^i, ^1,^2, ^3 vers z^ro de teile fagon que »rj tende vers 
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Yoo. Alors ä OD facteor constant pr^ la s^rie th^tafiichsieiuie tend vers 
ane c^rie de la forme (1.) et la fonction (7.) vers 



Si nous snpposons au eontraire: 

9 = 4, r = 0, p = 3, 9 + r-4 = 

tous les pöles de //(r, 1) ont lenrs paities imaginaires poaitiyes et qnaiid 
les z. tendront simultanement vers z^ro, la s^rie th^tafachaienne tendra k 
an facteor constant pres vers nne s^rie de la forme (4.) et la fonction 
(7.) vers 

\dz) x{x—\y 

P3 ^tant an polynöme da 3"" degrd. 
Snpposons enfin: 

9 = 0, r = 4, 9 + r — 4 = 0, /><0. 



L'in^galit^ p <C signifie qne le polynöme F{x) doit etre identiqaement nai. 
Ici tons les pöles de H{z) ont lenr partie imag^naire n^ative, de sorte 
qa'ä la limite la s^rie th^tafachsienne devra se r^nire k nne s^rie de la 
forme (4.). Hya donc de ces series de la forme (4.) qui sont identiquement nuUes. 

D'antre part, en d^veloppant les consid^rations qni pr^cödent, on 
poarrait tronver entre les series de la forme (4.) et (1.) diverses relations 
d'oh Ton poarrait sans doate d^daire des th^or^mes d'Arithm^tiqne. 

II va Sans dire qne toates ces series qai d^finissent les invariants 

arithm^tiqaes n'auraient aacnne signification si le rapport | ^tait r^el. Elles 

n'en aaraient pas non plns si k (dans la formale 1) n'^tait pas an entier 
pair; si k ^tait an entier impair, 0« serait identiqaement nnl. Si k n'^tait 
pas entier, cbacnn des termes de la s^rie 0« ne serait pas enti^rement 
d^termin^ et il n'y a pas moyen de choisir lenr d^termination de fa^on k 
conserver ä la s^rie toates ses propri^t^s essentielles. 

II faadrait donner un moyen d'exprimer toates ces series k Taide de 

dx\ 

ff2 et de g^ (oa de x et de ,-). C'est Ik an probl^me snr leqael je sais 

revenn k diverses reprises dans mon memoire sur les fonctions fnchsiennes 
Sans ponvoir en donner une solntion compl^te et satisfaisante. Je me bomerai 
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encore ici ä d^velopper certaines considörations qni sont de nature ä jeter 
qaelqne Inmi^re sur ce probl^me, et qui en meme temps nons fournissent 
uue gön^ralisation inattendae de la thöorie des integrales aböliennes de 1^'® 
et de 2^*" esp^ce. Ce sera Tobjet da paragraphe snivant. 



§ 3. Relatioiis avec les fonctions fuchsiennes. 

Rappeions d'abord qnelqaes-nns des r^sultats de mon memoire snr 
les fonctions fuchsiennes (Acta Mathematica tome 1). 

Outre les s^ries th^tafuchsiennes, j'ai eu ä consid^rer certaines fonctions 
qae j'ai appel^es A{z) (loco cit p. 238). Ces fonctions sont de la forme 
soi vante : 

Dans cette formale x=^f(z) repr^sente une fonction fachsienne de z\ les 
nombres h et fii sont entiers; Q est an polynöme entier en x. Les a,. sont 
les points singaliers de r^qaation diff^rentielle qai d^finit la fonction 
fachsienne, c'est-ä-dire les valears que prend la fonction f{z) aax sommets 
du polygone g^n^rateur du groupe fuchsien. Les entiers h et u, ainsi que 
le degr^ du polynöme Q sont assujettis ä certaines in^galit^s. 

Dans le cas particulier qui nous occupe, il n'y a que trois points 
singuliers «, et nous pouvons supposer que ce sont 0,1, esc; le polygone 
g^n^rateur se d^compose en deux triangles ayant pour angles (pour x = oo)^ 

^ (pour ^=0), ^ (pour .x = 1). Si nous prenons alors A = 1 pour nous borner 

au cas le plus simple, nous aurons 

. . V dz x(a — 1) 

^^'^ ~ dx X — iT, ' 

Xi etant une constante quelconque. 

Si nous prenons un h quelconque, nous aurons 



ao -^«=(S)*^^feT^«w. 



F{x) etant an polynöme de degr6 jo et les nombres entiers Ä, Ai et jo ^tant 
d^termin^s comme il suit: 



13 



* 
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i m 



(2.) 



si Ä = 6«+ 1, 't. 

si A = 6n + 2, X 

si /i = 6n4-3, ^ 

si /i = 6n + 4, i 

si Ä = 6n + 5, Ä 

si A = 6n4-6, i 



3h + 1, X, 

3rt + l, Ä, 

3n + 2, Ä, 

3/1 + 2, i, 

3h + 3, Ä, 

3h +3, i, 



4n+l 
4n + 2 
4h + 2 
4h + 3 
4n4-4 
4n + 4 



V 
P 
P 
P 
P 
P 



n+1 

H + 1 

« + 1 
«+1 

H + 2 



Qaant k R(x) c'est ane fonction rationnelle de x oü le d^nominatear est de 
degr^ an moins ^gal an num^rateur et oü le denominatenr ne contient pas 
de facteor x oo x—l. 

Consid^rons maiotenant les fonctions th^tafuchsiennes de l''"esptee, 
c'est-k-dire eelles qai restent toajonrs finies. EUes sont de la forme: 



(3.) 



e(^)=m*'jm 



\dzy x^(x— 1)^ » 



oü F(j) est on polynöme de degre /) — 2 et oü les entiers i, Äi et p ont 
des yaleors conformes au tableau (2.) 

On Yoit qae poar /2=l,2y3,4, 6 il n*y a pas de fonction th^ta- 
fachsienne de l^'*^^ esp^ce et qoe ees fonctions apparaissent poor la 1^" 
fois pour Ä = 5. 

Si nons consid^rons la formale (1.), noas voyons qae la fonction 
^(^) ^ p + 9 infinis, q ^tant le degr^ da denominatenr de R{x)] qae qaand 
ces infinis sont regard^s comme donn^s, le nombre maximam des param&tres 
arbitraires contenas dans yl(z) est ^gal ä q + 1, c'est- ä-dire aa nombre 
des coefficients da nnm^ratear de i^Cr). 

Entre les p + q r^sidas de ^(^), il y a donc p — 1 relations lin^ires. 
D'aatre part, l'examen de la formale (3.) noas montre qa'il y a p— 1 
fonctions th^tafachsiennes de 1'''*' esp^ce. FA comme les nombres entiers 
A,A,Ai,/) ont mgme valear dans les formales (1.) et (3.)) noas devons 
conclare qae le nombre des relations entre les r^sidas de ^(r) est ^gal au 
nombre des fonctions th^tafachsiennes de l^^^'esp&ce. 

C'est lä ane propri^t^ qai n'est pas speciale anx fonctions modalaires 
et qai est vraie d'ane fonction fachsienne qaelconqae (cf. loco cit. page 266). 
Bornons-noas par exemple aax fonctions fachsiennes qai n'existent qn'ä 
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L'^qnation 

sera une ^quation diff^rentielle lin^aire en X, quelle eu sera la signification? Soit 

(4.) rf^-» = ^9^C^»2/) 

r^quation Unfaire du 2^ ordre qui a donnö naissance au systöme de fonctions 
fuchsiennes consid^r^. Elle admet comme integrales 



'f£ " ifi- 



dz ' dz 

Eh bien, T^quation 7=0 admettra comme integrales: 

'dx\^ OL t fdx\ * fdx\^ /dx\^ 



'"O, ^'-Q . - <S) . Q 



de Sorte qu'on l'obtiendra en formant T^quation linöaire k laquelle satisfont 
les puissances 2 h'' des integrales de l'^quation (4.). 

Et en effet, si oubliant un instant la signification de la fonction ^, 
nous cberchons ä integrer T^quation 7=0, nous trouvons d'abord que la 
deriv^e 2h + V de ^ est nulle, par cons^quent que yt est un polynome de 

degre 2Ä en -s:, et -X un pareil polynome multiplie parK j . 

Cela pose, envisageons une fonction thetafucbsienne quelconque 0; 
integrons-la 2Ä + 1 fois par rapport ä ^, et soit M(z) le r^sultat de cette 
Integration de teile sorte que 






Soit 



^' -<:)"■' «W'^örr- 



nous aureus 



Y=Z, 



Y etant forme avec X comme nous Tavons dit plus haut, tandis que Z est 
une fonction fuchsienne, c'est-ä-dire une fonction rationnelle de o; et ^ que 
nous regardons comme donnee. Comme nous savons integrer l'equation 
lineaire sans second membre 7=0, nous saurons integrer l'equation ä 
2^ membre 7= Z. 
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Quelles sont maintenant les propriöt^s fondamentales de la fonction 
M(z). Pour cela teprenons röquation Y^^Z^ et la surface de Riemann 
relative ä la relation alg^briqae entre x eX y. D^crivons sar cette sarface 
an cycle ferm6, oa nn contonr ferm6 enveloppant certains points singnliers, 
x^y ei Z reviendront ä lear valenr primitive, z snbira une des substitotions 
da gronpe fachsien et se changera en 

yz-\rd' 

Ainsi la nonvelle comme Tancienne d^termination de X satisferont ä 
ane meme ^quation 7=Z, de sorte que la diff^rence de ces deux d^ter- 
minations devra satisfaire ä 7=0, c^est-k-dire se r^duire ä nn polynöme 

en z multipli^ par \^) ; j'^cris: 

X' ^tant la nonvelle d^termination de X^ et Pun polynöme de degrö 2A en ^. 
Or nous avons 

d'öü enfin: 

II vaudra mienx dans ces conditions, mettre la relation sons la forme 
homogene, en mettant ä profit Tid^e de M. Klein. Soit F(z) une fonction 
de z et convenons de poser: 

oü k est ^gal ä 0^ si F{z) est une fonction fuchsienne, ä 2ä, si F{z) est 
la fonction M{z) ou yl(z) et ä — 2ä — 2, si -F(z) est la fonction 0{z). 
Dans ces conditions on a, pour une Substitution quelconque du gronpe 
fachsien 

(5.) ' 0(«| + /ii?, r^+^^) = 0(^,^), 

P(^iV) ^tant un polynöme homogene de degr^ 2/i en f et ij. 
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£t c'est ici que commence ä apparattre Tanalogie que j'avais en 
vue avec la thöorie des integrales ab^liennes. Les fonctions 0, oa plntöt 
les fonctions rationnelles Z qui en d^pendent, joaeront le' röle des expressions 
algöbriqnes ä integrer, les fonctions M joaeront le röle des integrales 
abeiiennes elles-memes; enfin les polynömes Pjoneront celai des p^riodes. 

Ponr justifier cette assimilation, il snffit de montrer que la thöorie 
des integrales aböliennes rentre comme cas particalier dans la th^orie generale 
que je viens d'esqnisser. Consid^rons, en effet, le cas oü le polygone 
göneratenr da groape fachsien se rödait ä an polygone de 4/) cöt^s dont 
les cötes oppos^s sont conjaga^s et dont la somme des angles est egale ä 
2 droits. Sapposons de plus A = ; noas aarons alors affaire ä des fonctions 
thetafuchsiennes incapables d'^tre representees par des series thetafuchsiennes, 
paisqae ces series ne peavent converger que si li+l est aa moins egal ä 2. 
Mais cela ne fait rien. 

On a alors simplement 



M(z)= f 0(z)dz== f Zdx 



Comme Z est ane fonction rationnelle de o: et de ^, on voit qae M est 
simplement ane integrale abeiienne. 

Revenons aa cas de A >* ; noas distingaerons parmi les fonctions M(z) : 

1". Celles qai ne deviennent jamais infinies; ce seront les integrales de 
l^'"" esp^ce. On les obtiendra en partant des fonctions thetafuchsiennes de 
1^" esp^ce. 

Le nombre des integrales de 1^'^^ esp^ce independantes (c'est-ä-dire 
dont une combinaison lineaire ne se reduit pas ä un polynöme i^(f, ^) de 
degre 2 h) est evidemment egal au nombre des fonctions thetafuchsiennes de 
V^ esp^ce, c'est-ä-dire (vide supra) k p — l. 

2^\ Celles qui deviennent infinies, mais n'ont d'autre singularite que 
des pöles. Ce sont les integrales de 2* espece. 

Combien y a-t-il dMntegrales de 2*^ espece independantes (c'est-ä-dire 
dont une combinaison lineaire ne se reduit pas ä une fonction yl(z) plus une 
integrale de premi^re espece.)? 

Considerons celles qui admettent q infinis donnes, ou quelques-uns de 
ces infinis. S'il y en a plus de ;) — 1 , on pourra trouver une combinaison 
lineaire de ces integrales dont les residus satisfassent h, p-^l relations 
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lin^ires qaelconques. Soit C(z) cette combinaison. Par exemple on peut 
prendre les /> — 1 relations aaxquelles doivent satisfaire les r^sidus d^une 
fonction yi(z). Alors les r^sidus de IMnt^grale C^^^) sont ^ganx ä ceux 
d'une fonction yi(z) et la diff^rence C{z) —yt^z) ne devenant plus infinie est 
une integrale de 1^" esp^ce. 

Le nombre des integrales independanies est dotic au plus egal ä p — \. 

La forme de ce raisonnement suppose qae tous les infinis sont simples, 
mais il serait ais6 de T^tendre aux infinis multiples. 

Consid^rons maintenant la fonction 

ya-f d 

(cf. loco citato page 242). C'est une integrale de 2® esp6ce, et m€me eile 
peut gtre consid^r^e comme Tint^grale de 2^ esp^ce ^l^mentaire. C'est de 
plas une fonction th^tafuchsienne de a. 

Consid^rons p — 1 de ces fonctions 

en cboisissant ^i, a,? •*• ^^-i d^une mani^re quelconque. Si ces p — \ fonctions 
n'^taient pas distinctes, on pourrait trouver jo — 1 nombres A^^ ^la, ...A^^^ 
tels que la combinaison 

:EA,4^{z,a;) 

86 r^duise ä une fonction yl {z) plus une integrale de l^""® esp6ce. C'est-ä-dire 
qa'on pourrait trouver une fonction A(z) qui admette seulement les infinis 

avec les r^sidus 

Mais les r^sidus d'une fonction ^ (2:) sönt assujettis ä jo— 1 relations 
Unfaires distinctes auxquelles les A^ devraient satisfaire, ce qui ne serait 
possible (puisque le nombre des relations unfaires distinctes est ^gal ä celui 
des A^ que si tous ces nombres A^ ^taient nuls. 

Donc les fonctions * (z, «,) sont ind^pendantes. 

Donc le nombre des integrales independantes est au moins ^gal ä p—1. 
En r^sum^, 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 2. 14 
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Le nornbre des integrales independautes de 2** espece est egal a celui 
des integrales indej>endantes de 1^* espece. 

Etndions maintenant les p^riodes et prenons d abord Celles qni se 
rapportent k nne sobstitotion lin^ire elliptiqDC 

Ecrivons cette snbstitatioD sous la forme: 

j ^tant une racine 2 t de rnnit^. 
Posons 

Hix^+uTi, Q§+an) = M(S,Tiy, Q(i?+/ii;, el+cTO = P(l,i?). 

L'^quation 
poarra s'^crire 

On a donc 

^(yf,y-^/)=^(f,'?)+ö(i,o. 

De cette ^qaation, nous poavons en d^daire plnsiears autres en changeant 

I en yi,;'l, .../"'?; et 17 en ;-'//,;-*//,...;'-*»? 



Mais comme j est une racine 2^" de Tunit^, od a 
et par consi^qnent 

ce qui signifie qae dans le polynöme Q tous les termes oü la diffi^rence des 
exposants de f et de i; est nulle ou un multiple de 2 k doivent €tre nuls. 
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Le nombre des coe'fficients arbitraires est donc au plus 2/> — 2. 

II ne peut pas non plus 6tre inf^rieur. Gar s'il l'^tait, on ue ponrrait 
trouver 2|) — 2 integrales de 1'" et de 2^^ esp^ce lini^airement ind^pendantes. 
Gar si nous prenons 2/) — 2 integrales M(z) quelconques, nous pourrions 
en forroer une combinaison Unfaire et choisir les coe'fßcients de cette com- 
binaison de teile sorte que toutes ses p^riodes soient nuUes, c'est-ä-dire qu'elle 
se r^duise ä une fonction -^(z). 

Or nous savons quMl existe precisöment 2p — 2 integrales independantes 
de 1^'" et de 2^" esp^ce. 

Donc en r^sume: 

Le nombre des coefficients arbitraires des pe)'iodes est double de celui 
des integrales de 1^* espece. 

Ge thöor^me est d'aillenrs g^neral. 

On peut trouver d'autres analogies avec la th^orie des integrales 
abeiiennes, ainsi la possibilite de decomposer en integrales simples de 
2® espece les fonetions yt(z) qui jouent ici le röle des fonetions rationnelles 
R(x^y) dans retude des integrales abeiiennes. D'autre part, les relations 
entre les residus des fonetions yt(z) correspondent au theor^me de Rie- 
mann-Roch. 

Enfin <P(z^a) est une integrale de 2® esp^ee par rapport ä z^ et c'est 
en m^me temps une fonction thetafuchsienne de a; il y a lä une sorte de 
reciprocite qui n'est pas sans analogie avec la Vertauschung von Parameter 
und Argument de Clebsch et Gordan. 

Mais revenons au probl^me qui nous avait servi de point de depart. 
II s'agissait de ramener les fonetions thetafuchsiennes ä la forme de series 
thetafuchsiennes, ou si Ton pref^re, de chercher la condition necessaire et 
süffisante de l'identite de deux expressions thetafuchsiennes, mises soit sons 
la forme de series thetafuchsiennes, soit sous la forme des series (1.) et (4.) 

J-) par une 
fonction rationnelle de x et do y. 

Nous pouvons maintenant enoncer ces conditions. II faut et il suffit: 

1" Que les iniinis soient les m^mes avec les m€mes residus. 
2^ Que les periodes soient les memes. 

Encore ces conditions ne sont-elles pas distinctes; il suffit que p—l 
des coefficients arbitraires des periodes (sur 2p — 2) soient les mSmes. 
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§ 4. Invariants des Formes Quadratiques Definies. 

Apr^g avoir envisag^ les invariants arithm^tiques d'nne forme lin^ire 
isol^e, nous sommes conduits ä Studier ceux de denx formes lin^aires simultan^es, 
d'oü il est also de d^dnire ceax d'nne forme qnadratiqne. 

Soient ax+by et a*x+b*y denx formes Unfaires simultan^es, nous 
cherchons les fonetions des 4 cogfficients a, 6,a', b' qui demenrent inalt^r^es 
qaand les denx formes snbissent une meme Substitution Unfaire ä coefficients 
entiers. 

Si ji^J2i "' jp 8ont des invariants de la forme ax+by regard^e 
comme isol^e, si fuJlt-'-jq sont des invariants de la forme isol^e a'x + b'y^ 
il est clair d'abord que tonte fonction uniforme des j et des / est un in- 
variant des deux formes simultan^es. 

Mais tous les invariants de ces deux formes ne peuvent pas s'obtenir 
ainsi ; ceux qu^on peut d^finir de la sorte, ne sont pas alt^r^s, non seulement 
quand les deux formes snbissent une meme Substitution, mais encore quand 
elles snbissent deux substitutions differentes. Ce ne sont done que des in- 
variants tr^s particuliers et qui ne pr^sentent pas dMnt^rgt special, puisqu'ils 
se ram^nent immödiatement ä ceux que nous venons d'^tudier. 

II est ais6 d'en obtenir d^autres; soient: 

F,^{ax + by)+^,{a'x+Uy), F:, = (ax+by) + S,(a'x + b'y), ... 

F^:=(ax+by) + i^{a'x+b'y) 

p combinaisons linöaires de nos deux formes; les lettres li, I2) •*• Ip repr^sentent 
p coe'fficients constants quelconques. Soit j\ un invariant de J^i, J2 un in- 
variant de Fi^ ... jp un invariant de F^. Tonte fonction uniforme de 
jiyJ2^'"Jp ^^^^ encore un invariant de nos deux formes. 
Consid^rons maintenant la forme quadratique 

(ax + by) (a'x+b'y) = artV+ (ab'+ ba')xy+ bby 

qui est le produit de nos deux formes Unfaires. Toute fonction de 
aa\ ab'+ba\ bV qui sera un invariant arithm^tique de nos deux formes 
Unfaires, sera un invariant de la forme quadratique; et la r^ciproque est 
d'aillenrs vraie. 

D'apr^s ce que nous avons dit des invariants des formes linöaires, 
nous sommes conduits ä envisager sp^cialement les invariants des deux 
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formes Unfaires qui d^pendent sealement des rapportB 



a a* f 

6~^' // = - 



c'est-ä-dire les fonctions F(z^z*) telles que 

C'est ainsi que parmi les invariants d'une senle forme lin^aire, nous 
avons distingu^ les fonctions fuchsiennes F{z)^ tandis que les autres se 
ram^nent aux fonctions th^tafuchsiennes. 

Parmi les fonctions F(z^z') qui jouissent de la propri^t^ pr^c^dente, 
Celles qui sont sym<^triques en z et z' sont des invariants de la forme 
qnadratiqae. 

Si nous consid^rons les diff^rentes substitutions liuöaires u coefficients 
entiers, nous consid^rerons que pour une infinit^ d'entre elles, les denx 
nombres 

az + ß «^' + ^ 
~rz + ö ' yz'~^ 6 

sont infiniment pr^s d'6tre r^els; ce qui nous montre d'abord que les points 
pours lesquels z et z* sont r^els tous deux, seront des points singuliers de 
la fonction F{z^ z'). Mais d'autre part, si z et / sont deux nombres qui ne 
sont pas tous deux r^els, il sera impossible de trouver une infinit^ de sub- 
stitutions telles que les deux ^quations 

a2 + /y , az' + ß 

soient infiniment pr^s d'^tre simultanöment satisfaites. 

On pourrait donc €tre tent^ de croire qu^il est possible de former des 
fonctions F(z^ z') (ou plus g^n^ralement des invariants aritbm^tiques des 
deux formes simultan^es ax + by et a'x+b'y) qui n'admettent d'autres points 
singuliers que ceux pour lesquels z et z' sont r^els tous deux. Cela n'est 
pas possible; supposons en effet que z et z' soient li^s par la relation 

(2.) zz' + i(z^z')+l=0] 

(___ 1 .^ ^2 \ 
z^ — -—7-J sera fonction uniforme de z seulement et comme 

z et z* en vertu de la relation (2.) ne peuvent Stre r^els ä la fois, la fonction 
F(z^ z') n^aurait aucun point singulier essentiel, ce qui est impossible. 
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Nons avons bien des mani^res de former des invariants arithm^tiqnes; 
considörons par exemple la s6rie 

(3.) ^^(^ , y^ (r^ + ^r-iyz'+ör'^ 

analogae aax s^ries th^tafachsiennes et oü la sommation est ^tendae ä tontes 
les snbstitations lineares da gronpe. / 

Cette ö^rie oü H{z^z') repr^sente une fonetion rationnelle de z et de 
z^ converge pourva que: 

1^ Le nombre m soit entier et positif. 

2*^ La fonetion H(z^z*) ne puisse devenir infiuie ou ind^terminöe 
qaand z et z' sont tous deux r^els. 

3" Le ^YoAmt H(z^z*y z"^ z'"^ tende vers une limite finie et d^ter- 
min^e qnand z et z' croissent ind^finiment. 

Posons alors 

la ß^rie (3.) pourra s'öcrire 

(3^^) :SH(aa + ßb, ya + db, aa'-^-ßb^ j^a'+db')=-0(a,b,a\b') 

et se pr^sentera directement sous la forme d'an invariant des deux formes 
Unfaires. Si la fonetion H{z^z') est sym^trique en z et z\ ce sera un 
invariant de la forme quadratique. Si Ton donne ä la s^rie la forme (3^^.) 
la condition de convergence est qne H soit une fonetion rationnelle homogene 
de degrö —2m tant par rapport ä a et ä 6 que par rapport ä o! et V et 

dont le d^uominateur ne puisse s'annuler quand les rapports p ^^ prennent 

une m€me valeur reelle. 

Nous obtiendrons ^videmment une autre forme d'invariants en envisageant 
les s^ries 

OÜ / et (T peuvent prendre tous les syst^mes de valeurs enti^res possibles 
sauf le Systeme ^ = (^ = 0, et oü nous supposerons d'abord s entier (et 
d^ailleurs > 1). Les invariants d^finis par les s^ries (3''*^.) ou (4.) 
admettent comme points siuguliers essentiels, uon-seulement ceux oü z et z' 
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sont r^els tous deux^ mais ceux oü Vune seulement de ces denx quantit^s 
est reelle. Ils n'en admettent d'ailleors pas d'aotre. 

Soient maintenant A et /t, Ü et fi' quatre constantes qoelconques, et 
reprenant la fonetion d^finie par T^quation (3^^.)? formons Texpression 

ce sera un invariant arithm^tique des deux formes lin^aires, mais non plas 
de la forme quadratiqne, ses points singnliers seront ceux pour lesquels 
Tun des deux rapports 

sera r^el. Pias g^n^ralement soit H(a^ 6, a', V) une fonetion rationnelle 
quelconque homogene de degr^ — 4r/i par rapport aux 4 variables a, b^a', b\ 
Formons la s6rie 

(5.) 2H(aa + ßb, ya + H, aa!+ßb\ ya'+(fb') = 0,(a,b,a\ b'). 

Si cette s^rie est convergente, 0^ sera encore an invariant des deux 
formes unfaires. Soit Q(a, 6, a', 6') le d^nominatear de i7; Tensemble des 
points oü Tan des termes de la sörie devient infiui sera donn^ par les 
^qaations 

(6.) Q(aa + ßb, ya + t^Ä, aa'+f3b\ ya'+^b') = 0. 

Mais ee dont noas devons sartont noas pr^occaper, c'est de rechercher 
l'ensemble des points dans le voisinage desqnels il y a ane infinit^ d'^qaations 
(6.) qai sont satisfaites. Ces points seront en effet les points singnliers 
essentiels de la fonetion 6i. 

Soit d'abord z^J une qaantit^ eommensarable quelconqae. Posons 

d'oü 0(^-/3^ = 1; comme z^i est eommensarable on peat ehoisir h d'ane 
infinit^ de mani^res de fayon qae (t^ß^y^ d soient entiers, et on anra 

aa + ßb = a + hz^^(a — ^,,6), ;^a + J^ft = 6 + Ä (a — z« 6), 
aa'+ ßU= a'+ hz,,(a'^ z,,V), ya!+ ÖV^ 6'+ h (a'- z^V) 

de Sorte qae qaand h crottra ind^finiment, les rapports des qaantit^s 

aa + ßb, ya + ifb, aa'+ßb\ ya'+^b' 
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tendroDt vers ceux des quantit^s 

z^^a — Zy^b)^ (a-'Zob)^ Zy^(a—z,^V)^ {p!-z,,V). 
Si donc le point a, 6, a\ V satisfait ä l'^quation 

(7.) Q[z,ia - z,b), (a^z, 6), z,,{a!^ z,;V), (a'- z,V)] = 0, 

il y aura dans le voisinage de ce point une infinit^ d'autres points oü des 
^quations de la forme (6.), diflF^rentes pour tous ces points, seront satisfaites. 
Et cela sera vrai quand on donnera ä z„ une valear commensurable et par 
cons^qnent aassi une valear reelle quelconqae. 

Mais ce n'est pas tout; il est Evident que si le point a, 6, a', 6' est un 
point singulier essentiel, il en sera de m^me de tous les points 

aa + ßb, ya + (ib, aa'+ßb\ ya'+(^b' 

oü cf, /9, y, J" sont des entiers tels que aS — ßy=^\. Donc les points a, b,a\V 
qni satisferont ä l'^quation 

Q{z,,A,A,z^A\A)^Q 
en posant 

A==(aa + ßb)^z,,{ya + db), A'=^(aa!+ ßU)''Z^(ja!+dV) 

seront encore des points singuliers essentiels. Or quand z^^ prend toutes les 
valears reelles possibles, 

prend aussi toutes les valeurs reelles possibles. Nous obtiendrons donc 
finalement les points singuliers essentiels ä Taide de T^quation 

(7»^^) Q[z,{a-zib\ {a^zlb), z,{a'^z[,V), («'.^;6')] = 

oü ^,j et 4 sont deux constantes reelles quelconques. 

R^ciproquement, si Ton consid^re une suite ind^finie de syst^mes de 
nombres entiers, ß,/^, y,^, tels que ad—ßy^^l^ on voit que quand on 
s'avancera ind^iiniment dans cette suite, les differences 

a ß a y aa'\-ßb a aa'-j-ßb' a 

tendent vers z^ro (j'exclus le cas oü (^ reste fini, cas oü il conviendrait de 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 2. 15 
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renverser toas les rapports pr^c^dents). On d^dait de Ik qae si le point 
^1) ^19 ^n ^1 ^^^ infiniment voisin d'une infinit^ de transform^s da point a, 6, a', b' 
on devra avoir: 



a^ 0, a, 



6'. 



.-im 



^u et 4 ^tant r^els. 

On peut en conclure enauite qae si le point a, b^a\ V ne satisfait ni 
aax ^qnations (6.), ni k T^qaation (7^*'\), on peut trouver une limite 
sup^rieure de 

H{a,h, a\ 6') i^*" b"'- = H, («, 6, a\ 6') 

(qui est une fonction rationnelle homogene de degr^ z^ro en a, 6, a\ 6') ainsi 
qae de toutes ses transform^es: 

H,{aa + ßh, j^a + dh, aa'+ftb\ ya'+db'). 
D'oü il suit que la s^rie (5.) converge puisque la s^rie 
(8.) 2(ya+(yby'"' (y«'+ Ji')" 

est convergente. A vrai dire ce raisonnement semble supposer en ontre 

que les rapports . , p ne sont pas r^els, paisqae dans le cas contraire la 

s^rie (8.) ne convergerait pas, mais il serait aise de remplacer dans l'ex- 
pression de II^ le faeteur 6'"' 6''^"* par 

et de choisir les constantes l^fi^l\fi* de teile fayon que les rapports 

Xa'\-i.ia^ l'a + fi'a' 

ne soient pas r^els et par cons^quent que la s^rie 

converge. 

La nature des points singuliers r^sulte de la discussion qui pr^c^de. 
Consid^rons Tespace k 8 dimensions oh les coordonn^es sont les parties 
reelle et imaginaire de a, 6, a' et b'. Dans cet espace les points satisfaisant 
k une ^quation (6.) forment une vari^t^ k 6 dimensions, les points satis- 
faisant k une ^quation (7^".) oü z^ et zl^ sont r^els, formeront en g^n^ral 
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Soient 0,, 02, 03, 04 quatie s^ries de la forme (3^'^) le nombre m 
^tant le mSme poar toates les qaatre. Existe-t-il en g^n^ral entre elles nne 
relation alg^briqae homogene 

(9.) i^(0„ 02,03,00-0? 

Ce serait lä une g^n^ralisation d'un th^or^me connu aar les s^ries 
th^tafuchsiennes. Mais d^signons par //i, Äj, Jht Jh les fonctions rationnelles 
qui engendrent respectivement 0i, 02, 03, 0* et supposons que Ton ait 

// - ^i H = ^'■ 



Oll (/, et q^ sont des constantes, oü H[^ IT2 sont des fonctions rationnelles 

» 

qui ne deviennent ni nuUes, ni infinies pour r = (]ij i'=92) tandis que H^ et//* 
sont d'ailleurs quelconques; nous supposerons seulement qu'ellesne deviennent 
ni nulles, ni infinies pour .- = </,, p = q2. 

Ordonnons la relation (9.) suivant les pnissances de 0i et 02 et soit 

A^, 0f 0J 

Tun des termes du d^veloppement, /l^,^ ^tant un polynöme homogene en ©3 
et 04. Je distinguerai parmi ces termes ceux qui seront d ordre maximum. 
Un terme en 0" 0? sera d'ordre maximum sll n'existe pas de terme en 
0f'0j' tel que .a >a^, v>v, ou a^'>^, v'>v. 
Soit 

a, /?, y, J; a', /3', /, J' sont des entiers tels que ad—ßy = 1 , a'd' -(fy = 1 , 
mais qui correspondent k deux substitutions Unfaires diff^rentes. 
Alors 01 et 02 deviennent infinis pour 

et si Ton d^veloppe 

0, 6''" 6'^''*, 02 &'" &'""• 

qui ne d^pendent que des rapportST^ = ^, ^, = y, si Ton les d^veloppe, dis-je, 
suivant les puissances de z — ql et ^' — ^/i, on trouve 

0, 6^'- IP- = ^A^ + v,, 0, b'- b"- = -,_^^ ,- + V, . 
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Vi et V2 ne devenant pas infinis et B^ et B2 repr^sentant des con- 
stantes aualogues aux r^sidus. 

Si Dous d^veloppons de m^me 

snivant les puissances de ^ — ^I, ^'—92, tous les termes du d^veloppement 

devront etre nuls. Or si A^^ 0" 62 est un terrae d'ordre maximum, le 

coeffficient de 

1 

sera 4]^^, en d^signant par ^4]^^ ce que devient A^^ quand on y fait 

a = ^J, &=1, a'=52? />'=!. 
Donc A^^ doit 6tre nul; done le rapport ^ doit etre le m6me quand on y fait 

b yq, + d' V yq, + d' 

quels que soient les entiers a,/?,y,J, ct\ß\y\d\ Et comme 9, et 92 sont 

quelconques, le rapport ^ ne doit pas changer quand a, b et a\ b' subissent 

des substitutions Unfaires k coefficients entiers, que ces substitutions soient 
tdentiques ou differentes. 

Comrae il n'en est pas ainsi, c'est que la relation (9.) ne peut 
exister et quHl ny a pas en general de relation alyebrique entre les 0. 

A Taide des invariants obtenus par les s^ries (3^*^), on peut en obtenir 
d'autres en les combinant par addition, soustraction, multiplication et division. 
On peut ^galement les combiner avec la fonetion 

aU-^a'b 

qui est ^videmment un invariant des deux formes Unfaires et la racine 
carr^e d^un invariant de la forme quadratique. 

D'autre part, si / est un invariant des deux formes lin^aires, il en 
est de m€me des expressions 

,dJ , iidJ dJ , . dJ 
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Dans le cas particnlier oü 

rinvariant 6 form^ ä l'aide de la s^rie (3^^.) satisfait ä une ^qaation diff^- 

rentielle remarqaable, car 

, de^ ., d@ 

da db 

est an des invariants de la forme lin^aire unique aa: + 63/, invariants ^tndi^s 
dans le § 2. Plus g^n^ralement si 

la mgme Operation r^p^t^e m fois sur 6 conduit ä an invariant de la forme 
lin^aire aniqae ax + by. 

II est clair qae si Tinvariant J est homogene d'ordre m en a et b 

J T J J 

et d'ordre m' en a! et 6', Tinvariant ^'^ + ^'jx s^r* homogene d'ordre 
m — 1 en a et 6 et d'ordre m'+l en a' et h\ 

Soit maintenant yl an invariant homogene d'ordre m en a et 6 et 
d'ordre m en a' et b\ m et ?n' 6tant positifs. Alors les d^rivdes d'ordre m 
par rapport ä a et ä 6 seront homogenes d'ordre 0, de sorte qa'en verta 
da th^or^me des fonctions homogenes, on poarra poser 

ä^J^=^(- ly^-'f^a^^-'-^Mia, b, a', b') 

et on constate ais6ment qae M est encore an invariant arithm^tiqae homogene 
d'ordre — {m + 2) en a et ä et d'ordre nn! en a! et h\ On posera de m^me 

ä^^%'^P = (- ir-'-i'Pa''^— .V(«, b, a', b') 

et on verrait qae N est an invariant arithm^tiqae homogene d'ordre — (m + 2) 
en a et 6 et d'ordre -(m'+2) en a' et 6', Cela est T^qaivalent de la 
relation entre les fonctions ^ envisag^es au § 3 et les fonctions tb^ta- 
fachsiennes. On voit de combien de mani^res on pent d^daire de noaveaax 
invariants de ceux qae l'on connalt d^jk. 

On peat rattacher ces invariants k certaines fonctions qai sont 
apparent^es aax fonctions elliptiqaes. Consid^rons en effet la s^rie doable 

^H(x — ma-'nbj x'^ma'''nb') = Fj,^(Xy x^) 
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oü m et n prennent toates les valeurs enti^res possibles, et oü H peut s'^crire : 

1 



H= 



aiPx'^ 



fol 



p et q ^tant deax entiers positifs dont la somme est plus grande qae 2. 
Si noas sapposona d'abord q=lj nous voyons qae la fonction F^^ satisfait 
k r^quation diff^rentielle: 

dx da * db (x—ma—nby^^ 

dont le second membre est nne fonction elliptique, et si 9 est ^1, on a 
simplement: 

La diff^rence 

se r^duit pour x = x*=0 k Tun de nos invariants. 
Observons encore que le prodnit 

oü (y(.r, a, b) repr^sente la fonction a de Weierstrass ayant pour p^riodes 
a et 6, qne ce produit, dis-je, reste fini pour toutes les valeurs des variables, 

(sauf bien entendu quand Tun des rapports > ou y devient r^el). Si Ton 

d^veloppe ce produit suivant les puissances de x et de x\ les coefficients 
da d^veloppement seront encore des invariants qui ne deviendront pas infinis. 
II r^sulte de cette rapide revue que les. invariants des formes qua- 
dratiques pr^sentent beaucoup plus de vari^t^ que ceux des formes Unfaires, 
et cette vari^t^ se manifeste en particulier par la circonstance suivante. 
Dans la s^rie (1.) du § 2, on ne pouvait donner ä k une valeur fractionnaire; 
dans la s^rie (4.) de ce § 4 au contraire, nous pouvons donner ä s une 

valeur fractionnaire, au moins quand les rapports -^ et % sont imaginaires 

conjugu^s; la somme de la s6rie reste un invariant. Cette circonstance a 
jou^ un röle capital dans la d^monstration de Lejeune-Dtrichlet qui nous a 
servi de point de d^part. 
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§ 5. Rehtioiis avec les Fonctions Abeliennes. 

Les invariants des formes qaadratiqaes pr^ntent comme noas veno 
de le Yoir nne grande vari^t^; aa liea de Tinvariant 

qui joae le röle capital dans la d^monstration de Lejeune-Dirichlet et qi=a 
correapond k la a^rle (4.) da paragraphe pr^c^dent, on peat envisager la s^ri^ 

S(f{am^ + 2bmn + cn^ 
oü (p est ane fonetion qaelcoDqae, et en particalier: 

C'est d'aillears ce qu'a fait Lejmne-Dirichlet lai-mSme (cf. (Euvres Compl^t^ 
tome 1, page 467 ä 469) et comme noas allons bientöt noas en ren 
compte, cet invariant F{q) aarait pa, toat aassi bien qae J{s) servir de poi 
de d^part k son analyse. 

On voit d'aillears qae ces deax invariants sont intimement li^s Tun k 
Taatre; car on a la formale 

(1 .) l\s) J{s) = f^ --> \F{e-^) - 1] rfc. 

u 

D'an aatre cöt^, F{(i) se rattache aax fonctions ab^liennes, car la serie 

n'est aatre chose qae la c^l^bre fonetion 0, et il saffit poar retroaver F{(\) 
d'y faire .r = y = 0. 

Noas avons besoin poar ce qai va saivre de savoir comment se 
comporte cette fonetion poar q voisin de 1, et poar cela noas emploierons 
l'artifice snivant. La fonetion Q elliptiqae peat recevoir l'interpr^tation 
physiqae saivante. Soit ane armille de longaear 2rr, soit f{x) la distribntion 
de la temp^ratare dans cette armille ä Tinstant ^ = 0, .r d^signant l'arc 
compt^ sar l'armille ä partir d'une certaine origine. Si l'on choisit con- 
venablement les anit^s et si Ton prend q = er'\ la distribntion de la temp^ratnre 
k an instant qaelconqne sera repr^sent^e par l'int^grale 
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G^n^ralisons cette conception. Noas voyons d'abord qae si noas posons 
q^e^\ la s^rie (2.) satisfait k T^quation aux d^riv^es partielles: 

(^•) -^ = ^^^ + 26^;^ + ^^,-. 

Elle repr^sente donc la distribation de la temp^ratnre dans an plan form^ 
d'une matiere anisotrope c'est-ä-dire oü la conductibilit^ calorifique varie avec 
la direction. De plus cette distribation doit 6tre p^riodique, car la fonetion 
ne change pas qaand on aagmente x oa y d'un maltiple de 27r. II est 
clair d'ailleurs qae si cette periodicit^ existe ä Tinstant initial, eile subsistera 
toajoars. De m6me, dans le cas de la fonetion elliptique, au lieu de 
consid^rer une armille ferm^e, nous aurions pu envi^ager une droite ind^finie, 
mais oü la distribution initiale serait suppos^e p^riodique. 

Revenons k la fonetion O abelienne et cherchons quelle doit 6tre la 
distribation initiale dans le plan. Soit d'une fa^on plus g^n^rale 

la distribution initiale; la distribution ä nn instant quelconque sera 

Or on a 

A^n = ^~p//fO'^ ^0 e-'^'""-^''^^ du dv 

les int^grations ^tant eflfectu^es de u = h u = 2n et de i?=:0 ä v=:2n. 
On a donc 

/(^j y^ = 4;ji^/y /("' ^0 0(^- ^, y-v)dudv. 

Pour passer ä la fonetion elle-meme, il suffit de supposer que la fonetion 
/(iiyv) est nulle sauf quand u et v sont nuls ou multiples de 2n^ auquel 
cas eile est infinie. 

Si Ton me permet de parier de quantit^ de chaleur au lieu de ternp^- 
ratare afin d'^noncer le r^sultat plus facilement, je dirai: 

Supposons qu'k Tinstant ^==0, il y ait une quantit^ de chaleur 47i^ 
concentr^e k Torigine, ainsi qu'en chacun des pojnts x=2k7i^ y = 2k'n^ la 
distribation de cette chaleur dans le plan k an instant ult^rieur sera 
repr^sent^e par la fonetion 6. 

Journal fdr Mathematik Bd. 129. Heft 2. 16 
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Etudions cette distribation par une autre voie« Envisageona l'^aatioc: 

(4.) ^ff ^-*'-^<p (f , n) dudv 

oü rint^gration doable est ^tendae aa plan des u v toat entier et oü Ton a pos^ 

II vient: 

de_ r r .-u^^ dudv ( dq> dq>\_ r r -^..^ dudv (d^q> d'g>\ 

dt-^JJ ^ 2t v^du'^^ dvJ-^JJ ^ ~ir\d^'^d^J' 

Donc si nous choisissons les constantes oL^ß^y^d de teile fa^on qae Vom 
ait identiquement 

(ax + yyy + {ßx + Öy)' = 2 {ax' + 2bxy^- cf) 

la fonctioD d^finie par T^quation (4.) satisfera ä l'^quation (3.): on aar^ 
d'ailleurs pour f = 

0=^(p(x,y) Ay e""'"*"' dicdv = 7i(f'(Xyy) 
c'est donc 7i(p(x,y) qui repr^sente la distribntion initiale. 
Soit ad-'ßy^E, d'oü 6'-ac = -i^, il viendra 

et r^quation (4.) deviendra 

(4-0 Ö=//e->(|,,)||?. 

Maintenant, pour notre distribation initiale particnli^re, tonte la chalenr doit 
6tre concentr^e anx points 

de Sorte qne (p(§^Tf) est nnlle partont, sanf en ces points oü eile est infinie, 
la qnantit6 de chalenr concentr^e en chacnn de ces points et repr^sent^e 
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est form^ de deux s^ries de substitutions : k savoir les sabstitutions 

'' ' yE'u~^'6 5 « c) - /?7 £- = 1 ; cc, /:? , -, fV entiers 
et les substitutions 

" • yA^e/ + (f£ ^ ^^' - /^r = 1 ; «7/^1 r, ^^ entiers. 

Les substitutions de la 1"" s^rie forment une Congruenzgruppe qui 
est un sous-groupe d'indice 2 de notre groupe fuebsien. 

Pour montrer les relations des considerations qui pr^c^dent avec 
Tanalyse de Lejeune-Dirichlet^ nous choisirons un exemple simple. Dans 
ses (Buvres compl^tes (Tome 1, page 468) l'illustre g^om^tre considc^re en 
particnlier les formes proprement primitives de d^terminant ±PiP 6tant un 
nombre premier de la forme 4r4-3 et il d^montre la formule suivante 

(8.) 2:i:q'=^2z(-)(r'. 

Dans le V membre Pd^signe une forme quadratique k ind^termin^es enti^res; 
et la double sommation s'etend d'une part ä toutes les formes quadratiques 
proprement primitives de d^terminant — j), non e([uivalentes: et d'autre part 
ä tous les syst^mes de valeurs entieres des indetermin^es qui ne rendent 
pas la forme P^gale k un entier divisible par 2 ou par p. Dans le 2^ membre 
la sommation s'^tend ä tous les entiers )i et n' impairs et premiers ä p. 

II en r^sulte que 2-Z(-) repr^sente le nombre des repr^sentations de 

rentier //// par les formes du Systeme: la sommation doit etre ^tendue k 
tous les diviseurs de nii'. 

Cette formule peut etre mise sous une forme plus commode. Soit en 
eflfet ap"' un nombre impair (luelconque, « ^tant premier k p; je dis que le 
nombre des repr^sentations est le meme pour a et pour ajo'"; en effet le 
nombre des repr^sentations propres de a (c'est-k-dire des repr^sentations 
telles que les deux ind^termin^es soient des entiers premiers entre enx) est 
^gal au nombre des Solutions de la congruence r^/^zi^O (mod. a); le 
nombre total des repr^sentations de a est ^gal k la somme des nombres des 

repr^sentations propres des divers entiers p , k ^tant Tun des diviseurs 

carr^s de ct. 
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lj:F(q)-l2:F(-q) 

oü F(q) d^signe notre invariant et oü la sommation s'^tend k tontes les formes 
de d^terminant — p, proprement primitives et non äquivalentes. Nous avons 
done finalement 

(9-) Zr (q) — 2: jt (— a) = -^ 2: sin , ^ ^^ — -= 2; sin r"?^ • 

Je n'ai 6crit qu'un signe 2* dans le 2"^ membre pour abr^ger T^critnre, mais 
ce signe simple doit etre regard^ comme äquivalent au signe double d^fini 
plus haut. 

Nous avons vu plus haut comment les formules (5.) et (6.) permettent 
d'^valuer F(q). Disons quelques mots de jP(— 9); nous pouvons supposer 
que Ton a choisi dans chaque classe, comme type de cette classe une forme 
quadratique dont les coefficients extremes a et c sont tous deux impairs. 
Dans ces conditiöns la parit6 de Texposant de q est la meme que celle 
de m + ?i, il en r^sulte que nous avons, en partant de la s^rie ö(.i*, y) 
d^finie par T^quation (2.) 

F(q) = e(0,0), F(-q)^0(n,n-), 

Reprenons donc la formule (5.) et faisons y successivement .r = y = 0, 
x^y = 7i^ nous trouverons 

(10.) F07) = ^ge-, F(-^) = ^g.-, 

Oll f.L et V d^signent deux entiers pairs dans le cas de F{q) et deux entier« 
impairs dans le cas de F(— q) . 

Cela pos6, reprenons T^galit^ 

et faisons y t tr6s voisin de 0, et par cons^quent q tr^s voisin de 1. 
Toutes les exponentielles e"^ deviendront tr^s petites, ä Texception d une 
seule qui figure dans F(r/) et qui correspond k /t = i^ = 0. Le l**" membre 
se r^duit donc k 

Et t )/p 
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Qi 6tant le nombre des classes), paisque 
Fassons au 2^ membre; on a sensiblement: 

Le 2^ membre se r^dait donc k 

t ^py n 
d'oü enfin 

Cest la formale de Lejmne-Dirichlet. 
Noas pouvons maintenant poser: 

(f (ti) =s ^ sin 2 71 uji 2, 2n 
et chercber ä Studier et ä transformer ^(w). On trouve tont de suite 

Sons cette forme, on voit qne (p(ii) est nne fonction donblement 
p^riodiqne admettant ponr infinis: 

k , n'it 
2 - 27r 

/: 6tant entier et n' impair. J'ai mis le signe + ponr ^viter tonte ambignit^, 
le nombre 7i' ayant jusqn'ici 6t& suppos^ positif. 

Qnant au r^sidn, il est ^gal k +g— , si k est pair et k — g— , si Aest 
impair. Nons ach^verons de d^terminer la fonction (p(it) en rappelant qne 
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(p(0) = 0. On a donc 

8n(p(^i() = ^(u — «/) — ^(</ — CO — er/) — rj 

en doDnaut ä co, n)\ tj leur signification habituelle dans la th^orie des fonetions 
elliptiqaes et posant: 

Nouö voyonö ensuite que la fonction y(w) devient infinie pour 
avec le r^sida 5- pour k pair et ->^ ponr /: impair. Nous pouvons donc 

OTT ö TT 

ecrire, en posaut pöur abr^ger e ' =.Y: 

y («) = i-t - (1 qrx^« - i T^f^) + <'«°«t- 

et comme la constante doit etre teile que (p(u) s'annule pour 2/ = 0, c'est-k- 
dire X== 1: 

(11-) -- y^OO = -(,1 +"jc^* "■ i ^"^) " -^vrjTx^i" "■ r+^"»/' 

Cherchous d'abord l'expre^sion du 2*^ membre pour t tr^s petit; nous 
voyons d'abord que (/, tend vers pour ^ = 0; nous devons ensuite faire une 

distinction suivant que a=pn est compris entre est ^, ou entre ^ et jt>. 

Dans le V^ cas A' tend vers Tinfini et A^y, vers z^ro; dans.le 2^ cas 
Xiji tend vers Tinfini et X(j] vers zero. 

Envisageons alors les divers termes du 2^ membre. Dans le l*''^ cas 

les termes en ^f (^'<0) tendent vers 

« . 7f (f^ = 0) , „ -.^ 




De «orte qu'eu definitive le second membre tend vers — ^ . 



•• 


<n' 


(h > 0) 


'J 


<ir' 


(k < 0) 


y^ 


qV"-' 


(k = 0) 
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§ 6. Invariants des Formes Quadratiques Indefimes. 

II n'est pas possible, pour les formes quadratiques ind^finies de trouver 
des invariants, au sens que nous avons donn^ ä ce mot jusqu'ici, c'est-ä-dire 
des fonctions continues des cocfficients de la forme, et qui restent inalt^r^es 
quand la forme subit une transformation Unfaire quelconque k coefficients 
entiers, et cela quelle que soit la valeur enti^re ou fractionnaire du d^ter- 
minant de la forme. Cela tient ä ce que le groupe des transformations k 
coefficients entiers qui est proj)rement discontinu, quand on prend pour varia- 
bles les rapports des coefficients d'une forme döfinie, ou ce qui revient au 
meme les deux racines imaginaires conjuguöes d'une ^quation du 2^ degre 
n'est qit improprement discontinu quand on prend pour variables les rapports 
des coefficients d'une forme ind^finie, ou ce qui revient au m6me les deux 
racines reelles d'une ^quation du 2^ dögr^ (cf. pour la döfinition des groupes 
proprement et improprement discontinus, Acta Mathematica, tome 3, page 49). 

En revanche pour un d^terminant entier döterminö, et en se bornant 
aux formes ä coefficients entiers, en renongant par cons^quent k envisager 
des fonctions continues de ces coefficients, on peut construire des invariants 
arithmetiques, c'est ce qu'a döjk fait hejeune-Dirichlet dans le memoire 
que j'ai cite. 

Soit 

am'+26m?i-f cn^ = 7''(m, ri) 

une forme quadratique inddfinie proprement primitive et k coefficients entiers, 
de d^terminant 

On sait qu'il existe une infinit^ de Solutions de l'^iuation de Pell 

et que ces Solutions peuvent s'obtenir par T^galit^ 

x±yVD=^(t±iiVDy% 

fi ^tant entier et .r = ^, y = '' ^tant la plus petite Solution de l'^quation d^ 
Pell. La forme quadratique peut alors 6tre reproduite par une transformatioim 
linöaire k coefficients entiers qui est la transformation 

[m^n; (t'-bu)7n--cun, a2i7n + (t+bu)n] que j'appelle T. 
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Le notnbre complexe x + y]^D pourra etre repr^sentö par le point 
dont les coordonn^es rectangnlaires sont .r et ^; et je suppose qae ce point 
se trouve sur la droite 

X 

qui passe par Torigine et que j'appelle OA] le point qui repr^sente le nombre 
(x + yVD)(^t + tiyD) sera alors sur la droite 

-^ = h' 

X 

qui passe ^galement par Torigine et que j'appelle 0.4'; les droites 04 et 
OA forment un faisceau homographique dont les droites doubles sont les droites 

que j'appelle OB ti OB'. Ces deux droites doubles partagent le plan en 
quatre angles, S2^^S22yS2^^£2^; dans deux de ces angles i2i et 12^ oppos^s 

par le sommet, la norme de .i* + y YD est positive, dans les deux autres eile 
est negative. 

Soit O.lo une demi-droite partant de Torigine et situee dans Tangle 
Sil] soit OAi la transform^e de 0.4„ par la transformation homographique 
qui change OA en 0A\ soit OA^ la transform^e de 0.4,, OA:^ celle de 
OA'i^... OAi) Celle de 0.4.,, 0.4_i celle de 0.4_2,...: les diff^rentes droites 
0.4t, oü rindice k prend toutes les valeurs entieres depuis —ex? jusqu'ä 
+ oo^ vont diviser Tangle JQ^ en une infinit^ d'augles partiels. Et si Ton 
considere Tun de ces angles partiels et qu'on le transforme par la trans- 
formation homographique en question, ou par Tuue de ses puissances, ou 
par une puissance de son inverse, on obtiendra successivement tous les 
angles partiels. Nous appellons Wy Tangle partiel compris entre 0^4,, et 
0/1,, en y comprenant la demi-droite Oi4(,, mais sans y comprendre la 

demi-droite 0^4,. 11 est clair alors que si .r + yVT) prend toutes les valeurs 
complexes repr^sent^es par un point int^rieur ä w,„ et k toutes les valeurs 
entieres positives, negatives ou nuUes, le nombre complexe 

prendra toutes les valeurs repr^sentöes par un point Interieur ä I2i. 
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Cela pos^, soit q{x) nne fonction nniforme quelconqne de :r; formons 
la s^rie 

et etendons la sommation k toas les points da r^seau Interieurs ä Tangle 
cy„- Si la s^rie en question coiiverge, eile repr^sente un invariant, pourvu 
que les co'efficients de F{;m,7i) soient entiers, et cette condition suffit pour 
distiuguer ce nouvel invariant de ceux dont il a ^t^ question dans les para- 
graphes pr^cödent^. 

Toujours ä la meine condition, la valeur de la s^rie est independante 
de la Position de la demi-droite 0.1„. 

Nous aurions pu ^tendre la sommation outre Tangle oi,,, k Tangle w,',. 
II est inutile de T^tendre aux angles loH et coli'] on ne ferait ainsi que doubler 
la somme de la s^rie, puisque les angles w,, et w',', w,', et wH' sont opposes par 
le sommet et que (p[tXm,ny] ne change pas quand on change m et n en 
— ??i et —n. En g^i^ral nous nous bornerons k ^tendre la sommation k 
Tangle ct^o; celk revient au meme d'ailleurs que d'dtendre la sommation aux 
angles w„ et w', et de supposer que la fonction ^(.r) est nulle pour cr<;0. 

En g^n^ral nous supposerons 

<y) (.1*) = - ^ pour .T>>0, (p(x) = pour .r<0 et nous d^finirons un invariant 



convergeant pourvu que 5 > 1 et analogue k ceux des paragraphes pr^e^dents. 
Lejeune-Dirichlet ne fait pas tout k fait comme cela; il prend 

(p(x)— '^oviV X entier, positif et impair, 

(p(x)ssO pour X entier, positif et pair et pour x n^gatif. 

La valeur de (p(x) pour x non-entier peut 6tre quelconque, puisque 
F(rn^ n) est toujours entier. 11 forme ainsi un invariant que nous 
appellerons Ji(s). 

Dans Tarticle que j'ai insör^ au Bulletin de TAssociation Fran9aise 
(Congr^s d'Alger 1881, j'en ai introduit un autre) j'envisage le nombre 
imaginaire l ddfini par l'öquation 
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tont ä fait analogues k Celles qae Ton envisage dans la th^orie des fonctions 
AbelicnneSy mais oh la forme ani^ + 2hmn + ai^ est indöfinie. La s^rie 
^tendue ä tontes les valeurs entieres de m et de n serait divergente; eile 
eonvergera au contraire si Ton se borne aux valeurs de m et de n qui 
satisfont aux in^galit^s (2.) Au lieu de la s^rie (3.) envisageons la s^rie 

le nombre f„,„ dtant ^gal tantot k +1, tantot k — 1; k savoir: 

f,,^^=-f 1 si lm + fLn>0^ 
f^,^ = — 1 si ^m+a7i<C0. 

Cette s^rie ne sera pas convergente, mais nous la dösignerons par 

car eile dopend ^videmment du choix des constantes reelles ^.fi- 
Si nous envisageons maintenant la diff^rence 

ce sera encore une serie de la forme (3^*^), mais oü le coefficient f„„ aura 
pour valeurs 

f^„ = 2 si Ä?n + /i;i>0, i'7n + /t'?i<;0 

f„^^ = si ^7/i + /t?i>0, i'm+a'?^>0 

f^, = — 2 si Xm + fDK^O^ X'm + fi'n>0 

€^„ = si i,v} + un<CO^ l*m'\- /rn<ZO. 



Cette fois la s^rie peut etre convergente et c'est ce qui arrive en particnlier 
si nous prenons 

de fa^on k retrouver les in^galitös (2.). 

Envisageons le terme g^n^ral de nos s^ries (3.) et (3^*^) 

Si Ton change x et y en xq^"" et yq^ et qu'on multiplie par xq""^ c'est comme 
si Ton changeait m en m+1; de sorte qu'on aura 

xq'^x^f^xq^^yq^'-, 7n^)i) = tff(x, y, m + l,n) 
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et de mSme 

et plos g^n^ralement ee et /^ ^tant denx entiers qaelconques: 

Dans ce8 conditions, comparons les deux s^ries 

(5.) H(X, y; X, /t), .l-«/ qaa'^V^taß^cß^ H(xq^^^''^'^\ yqHöa+cß). J^ ^^^y^ 

la premi^re 8'^crit 
et la seconde 



termes correspondants des denx s^ries sout les memes si 

o"" est-ä-dire si les deux quantit^s 

(6.) /. //i + u n , l(7n + d) + u (n + /i) 

tootes deux negatives, oa ne le sout ni Tune ni Tautre. 
Si nous supposons d^abord 

deux conditions seront satisfaites en meme temps et Ton aura 

Sctpposons eusuite que k et u soient deux entiers premiers entre eux, de 



e que a et ß et ([ue Ton ait 

la+ uß= 1. 

8 ce cas la differeuce des deux expressious (6.) sera ^gale ä 1, les 
bres f«, et 6«+«,,+^ seront ^gaux ä moins que 

A(m + a) + /t(/i + /5) = 0, im + /i7i = — KO. 
Alors on a 

f — — 1 a — 1 

La diff^rence des deux s^ries (5.) est donc 

C7.) 2Zxlj{x,y',m,n) 

^O'^^mX für Mathematik Bd. 12i). Heft 2. 18 
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en donnant k 7/1 et n toates les valears enti^res telles qae 

Am + ,«71 = 0. 

C'est (au facteur 2 prös) une s^rie analogue k la s^rie (3.), mais oü la 
8ommation au lieu d^Stre ^tendue ä tous les sommets du reseau^ Test seule- 
ment ä une file de ce r^seau. 

Or qu'est ce qu'une pareille s^rie; consid^rons la s^rie 

(8.) Z ip (.r , y ; 7/>o + /it^ n,^ - 1 1) 

oü 7?ig et 7i„ repr^sentent deux entiers fixes et oü t peut prendre toutes les 
valeurs entiferes depuis— oo jusqu'k +oc. Les points 7/?^,+ «^, ??o — A^ con- 
stitueront une file\ et Ton aura 

l (in^ + /t t) + // (7^, — A ^) = const. 
D'ailleurs la sörie (8.) peut s'^crire 

oü 

A = 2 a m^^ix — 2c7?„i + 26 (7?(,^tt — m^X) 

sont des constantes et oü 

X = ^^ 7/-* 

est la nouvelle variable indöpendante. C'est au facteur simple pr6s a:'"*7/'*% 
une 5^7*1^ ^Ae^to elliptique par rapport k la variable log X. 

Ainsi la difference des deux series (5.) s'exprime par les foncHons 
elliptiqiies. 

Soit maintenant la + uß quelconque: nous suppoftons toujours l et u 
entiers et premiers entre eux. 11 arrive encore que s,^„ et e„,^a,n+ß ^ont 
^gaux, sauf quand Fune des deux expressions (6.) est negative sans que 
Tautre le soit. Les points m^ n pour lesquels cette derniöre circonstance se 
präsente forment un nombre fini de files paralleles du r^seau. Ainsi la diffe- 
rence des deux series (5.) ne sera autre chose que la s^rie (7.) 6tendue k 
un nombre fini de files paralleles. Elle s^exprimera donc encore par les 
series th^ta elliptiques. 

Prenons maintenant comme nous Tavons dit plus haut 
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La s^rie 

6(x, y) = ^(.r, ?/; l , //) - H{x, y; X\ .u') 

est alors convergente ; et nous avons d'aillenrs en faisant a = l,/?=:0 

xq<'e{x(l'%yq^')-e{x,y) 
^xq^H(xq\yq^': X,u)^H(x,y; l, /u) 
^xq^H{xq^,yq''; X\ ,u') + H(x, y; l',,c'). 

La difference 

xq^e{xq'%yq'')^e{x,y) 

s'exprime donc par les series theta elliptiques et il en est de meme pour la 
meme raison de la diiförence 

yire{xq'',yq'^)^e{x,y). 

L'exemple le plus simple est celai oü 

a = c=l, 6>0 
d'oü 

t^b, ?/ = -!, /) = 6'-l. 

Les in^galites (2.) deviennent alors 

/i>0, -m<0 
d'od 

e{x,y) = H(x,y: 0,l)-^IJ(x, y; -1,0) 
ou bien 

la 1^^^ sommation ^tant ^tendae ä toutes les valeurs telles qae 

et la 2**® k toutes les valeurs telles que 

n<;0, m<CO. 

Quand m et n sont de meme signe, le terme correspondant fignre sous le 
l*'^ signe Z si ce signe est positif, et sous le 2** s'il est n^gatif. On trouve 
encore sous le V^ signe JE" les termes oü /i = 0, m>>0, et sous le 2* ceux 
oh w = 0, n<CO; le terme 7?^==/? — ne figure nulle part. 

18* 
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Od trouve ensnite 

(9.) x'^q e{xq'-\ yq-'') - 0(x, y) = 2Zf" if 

et 

(9^^) yqe(xq'\ yq') - ß(x, y) = - 22:^'^\r-. 

On voit que les seconds membres 

sont les fonctions elliptiqaes ordinaires. 

Nous sommes amenes k noas demander si Tod peut constrnire a^r-a^ 
fonction il jouissant de la double propri^t^ 

c'est-ä-dire satisfaisant aax conditions que Ton obtiendrait en privant 1 ^^^^s 
^quations (9.) et (9^^^) de leurs seconds membres« 
Les ^quations (10.) entratnent la suivante 

qui donnent pour of=l, ß = — b 

xy-'q'^n(xq-'^y)^(2(x,y) 
et pour a = ^b^ /^= 1 

x''yq''n{x,yq''^')^n{,v,y). 
Posons 

Les öqaatioDS pr^c^dentes deviendront 

^ayß+ai, ^«'+^W+/»' 0,(15-^''«, 2/9'*"+''*) =12,, (I, y) 

oa 

II saffira de prendre 

a, = e>. (I) o, Q,) 

en appelant 6>i et Ot les fonctions d'une seale variable qai satisfont »^ 
conditions 
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m et n ^tant toujonrs assujettis aux memes conditions, et Ton reconnaitrait 
an d^veloppement conna de la fonction doublement p^riodique de 2"^ esp&ce 
(cf. Halphen, Traitii des Fonctions EUiptiques, tome 1, chapitre XIII). 

RevenoDS au cas od la forme F(m^n) est une forme qnadratiqae 
qaelconque ind^finie ä coefficients entiers. Voyons quelle relation cette 
transcendante 0(Xj y) peut avoir avec nos invariants arithraötiques. Supposons 
que Ton donne ä o: et ä t/ des valeurs particuli^res qui soient des racines 
p" de Tunit^. 

Notre s^rie s'^crit: 

e(x, y)=H(.v, y; 0, 1) - iy(.r, y; au, t+ bti) 

ou 

0(.r, y) = 22: ± ^«'»'■*-2«"»«+<-"'^^« 

oh Ton ne prend que les points m^n situ^8 dans Tangle cd^ d^fini par les 
in^galit^s (2.) ou dans Tangle oppos^ par le sommet; ä savoir avec le 
signe + pour l'angle co,, et avec le signe — pour Tangle oppos^. 

Pour retrouver notre invariant F(q), il suffirait de supprimer les termes 
aifect^s du signe — et de faire x = y = l. Dans ce cas, nous pourrions 
comme nous Tavons dit plus haut sans changer la valeur de la s^rie, 
remplacer Tangle o;«, d^fini par les in^galitös (2.) par l'angle analogue d^fini 
par les in^galit^s (2^*^). 

Cela tient k ce que si Ton pose 

m' = (^t — b ii)m — Clin, 
n' =aum + (t+ bit)n 



on a 






Mais comme on n'aura pas en mäme temps, en g^n^ral 

(13.) .rfY = x"''f' 

on changerait au contraire la valeur de 6(x, y) en substituant les in^galit^s 
(2^*^) aux in^galit^s (2.). 

Si o: et y sont des raciues j^^ ^^ l'unit^, la condition (13.) sera 
remplie pourvu que Ton ait 

m ^ />/, n ^£ n' (mod p) 
ou bien 

fr-_:l, uiiiO(modp). 



Peine ar^y sur les Tnvananfs Arithmitiques, 143 

Cette derni^re condition ne sera pas remplie en g^n^ral qnand t et n 
seront comme nous Tavons Boppos^ jusqu'ici, les plus petits nombres entiers 
qai satisfont k T^quation de PelL Mais si nous posons: 

nons pouvons toujours choisir n de teile fa^on qne 

^,,T^1, ii^ = (mod;;). 
Nous pourrons alors remplacer Tangle coy par Tangle 

forme de Tangle cü„ et de ses u—1 premiers transform^s par la transformation 
homographique envisage plus haut 

On a alors une fonction Oai^x^y) analogue k 0(x^y) et d^finie par 
r^galitö 

On peut alors pourvu que x et y soient des racines p'* de l'unit^, remplacer 
les in^galit^s qui d^finissent Tangle ojH et qui sont analogues aux in^galit^s 
(2.) par d'autres in^galit^s analogues aux in^galit^s (2^''.). On a ainsi en 
d^signaut par l et l' des constantes reelles quelconques 

0^^v,y) = H(x,y; lUt,l'b+l)^ H{x,y', Ka^^'i^ + K) 
en posant 

Mais il importe d'examiner de plus prös ce que c'est que Of,(x^y). 
Soit 

x = e ^ ^ y = e ^ , z = e^ 
S et T] ^tant deux entiers; nous aurons 

od 

J/= l^m + rin ; il/'= im^ i]n=^ ^^m + T^^/i 
en posant 

fj = '^{t^bxi) + aHti; »?i = - c?^|+ ij(^+ 6?0 

et si nous posons de meme 
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et ainBi de suite et de plus 
nous aurons manifestement 

Mais il reBte k voir si 0^(x^y) n'est pas identiquement nul. Si ^nous 
supposons jt> = 2, de teile fa^on que x et ?/ soient ^ganx ä +1, il en sera 
certainement ainsi, car les termes en 

se d^truiront. 

Supposons done qne p soit nn nombre premier impair ne divisant 
pas /), et que D soit reste quadratique k j9 de teile sorte que 

D = )?(moAp). 
Posons 

t+Xu=ia^ t — lu^^a^^ (mod />). 
Si l'on eonvient d'^crire 

il en r^sultera 

tk+i- i(k ^ «N ^t — i ?/* = «"* (mod /)) 

(J'^cris bien entendu «""* au Heu de «^"*""* ä cause du theorfeme de Fermat 
Cela pos^ nous avons 

et si Von pbse 

il viendra 

il/,. zz: .4 «* + ^ '«"* (mod ;>) 

oü A et i4' sont des formes k coefficients entiers doublement Unfaires d'nne 
part par rapport ä m et n^ d^autre part par rapport k § et i]. 

On v^rifierait ais^ment en construisant effectivement ces formes, que 
Ton peut choisir ?n et n de fagon que A et A prennent des valeurs quel- 
conques (par rapport au module p) et cela, quels que soient ? et ^, pourvu 
que c§'^ — 2bgri + aTi^ ne soit pas divisible par |). De meme on peut choisir 
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f et 17 de fa^on qoe A et A aient des valeurs quelconques poorvü que 
am^ + 26mAi + cn^ ne soit pas divisible par jo. 

Cela pos^ quel va 6tre dans O^Qc^y) le coSfficient du terme en 

7 

Cela va 6tre 

on 

4 ^ 2; sin (-"^ 3/,). 

On doit donner ä k sous le signe 2 toutes les valear» enti^res depois 
JQsqn'ä ji^— 1; (^^ ^tant le premier entier tel que «" = 1 mod p). 

Si a est une racine primitive, ou plus g^n^ralement, toutes les fois 
que a^ =^ — 1 ? on a 



de Sorte que 



1. *^ 2 — A 2 



-^Vi^ — — ^I «-17 

* + --;7- 



et que la somme des sinus est nulle, et 0^ identiquement nul. 
Supposons au coutraire a ^ = 1 , et soit par exemple 

la somme des sinus devient 

27t , . 47r . n 

Sin -;.-+ Sin - — siUi^ 

et n^est pas nulle. 

Nous pouvons aussi envisager le cas oü 

^^1, u-r^O (mod7>), a=l^ a=l 

qui se präsente certainement toutes les fois que p est un facteur premier 
t\m divise u sans diviser /). Alors la somme des sinus se r^duit au sinus 
'unique 

Sin 

P 

et ne s'annule pas. 

Jouraal fnt Mathematik Bd. 129. Heft 2. 19 
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Je n'insisterai pas davantage, et je ne parlerai meme pas du caa 
interessant oü D serait non-reste qoadratiqne k jp, et je me contenterai 
d'avoir montre par ces exemples qne 0^ n'est pas tonjours identiquement nnl. 

Sapposons maintenant que Ton fasse subir k ?n et ä n une transfor- 
mation lineaire, en posant 

(14.) m=^am'+ ß n\ 7i = ym + ön\ 

Po8ons 

am^ + 2bmn + cn^ = a'm'" + 2 6'm'n'+ c'n'\ 

Comme 0^ (x^ y) dopend non seulement de x et de y, c'est-k-dire de | et 
de 7] mais encore de a, 6, c, nous pourrons mettre ce fait en ^vidence en 
^crivant 

la 1''^'' sommation s'^tendant aux valeurs de m et de n qui satisfont aux 
in^galit^s 

(15.) ^? > 0, au^m + {t^ + bu^)n<:0 

et la 2^^ k Celles qui satisfont aux inegal it^s 

D'apr^s ce que nous avons vu plus haut, nous pouvons remplacer les 
in^galit^s (15.) et (15*"^^) qui d^finissent l'angle od et qui sont analogues 
aux in^galites (2.) par d'autres in^galit^s analogues aux in^galites (2*'*^) et 
qui s'6crivent: 

(16.) k'(a7n + bn) + ln>0] (ilu^+ l't^) {am + bn) + {lt^ + k'u^D)N<:0, 

(16^^) )iXam + bn) + a^k 0; {X u^ + a7^) (am -\-bn) + (kt^ + ^'tu^ />)'^ > 0. 

On aura alors 

oü m' et n' satisfont sons le 1" sigiie 2 aux in^galit^s 

(17.) 7W('+(yrt'>0, rti(^(cm'+^n') + (^^ + 6?/^)O7n'+()"«')<0 

et 80U8 le 2** signe Z aux inegalit^s (17'''*.) oppos^es ä (17.), comme (lö*»''.) 
et (16"^) le sont ä (15.) et k (16.). 
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ChangeoDS dans les in^galit^s (16.) a et ^ en o! et b\ m et n en 
771' et n' et cherchons ensaite ä identifier les in^galit^s (16.) ainsi modifi^es 
avec les in^galit^s (17.); il viendra 

(l^O • \lb'+)JD=aß+biy. 

1 s'agit de savoir si Ton peut trouver des valears de l et k' satisfaisant aux 
3qaations (18.); or en 61iminant l et a' entre ces ^qnations on tronve 



lb'y + aa+by = ^a\ 

^Tjue Ton peut remplacer par r^qaation unique 

(20.) am+bn = cy{a'm'+ b'n')-^y(b'm'+c'n'). 

Or de Fidentit^ 

F= am'' + 2 bmn + c/i'=a'm'' + 2 Um'n' + cVi'' 
d^duit par diff^rentiation 

dF^^jdF^ dF 
dm dm' ' dn* 

qui v^rifie F^quation (20.). 

Les in6galit6s (17.) et (17^*^) sont donc bien de la forme des in^galit^s 
^16.) et (16^*^) modifi^es, de sorte que Ton aura 

0(«,6,c;|,7?) = 0(a',6',c';f',r/) 
^3i Ton a 

5 = 1', n^n' (modjy). 

On voit que ne change pas quand on change a^b^c en a\ b\ c\ 
^3r c'est ce qui arrivera toutes les fois que 

(21.) a = d=l, ß=y=0 (modp). 

Les congruences (21.) d^finissent un sous-groupe (Kongrnenzgrnppe) 
^u groupe des trani^formations unfaires ä coefficients entiers et Fanalyse qui 
H)r6cMe montre que O^Qc^y) est un invariant pour ce sous-groupe. 

Nous ne pouvons pas retrouver ainsi notre invariant F((f) et pour 
^ obtenir 11 faut avoir recours k d'autres consid^rations. Voyons d'abord 

19* 
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quelle relation il y a entre la fonction th^ta-elliptique äe,Jacobt: 

ou 

0(x) = l + 2 2!q"'' cos mx (m=i.2....) 

et la fonction de Fredholm: 

Nous pouvons d'abord poser: 

2(p(x) = 1 + 0(x) + trfj{x) 

oü 

^(x) = 22q'^^ sinmx. (m=i.2,...). 

Rappeions maintenant qne 

^^maxdx 



/^SMiaxax n 
X "-2 







avec le signe + bI a est positif et le signe — si a est n^gatif. 
Consid^rons alors Tint^grale 



— \0{x—z) — 0(x-\-z)\ =4-2* / (7"*' sin mx sin mz 



z 





Elle donne 

•«de 



7iy/OT)=y"^[0(a;-^)-0(a: + ^)] 



Inyersement on a 







f — [V'(^+^) — V^Ct:— 2:)] = 42^ rq"^"" %mmz (iO%mx 




d'oü 

u 

C'est une formale analogue qne nons allons appliquer ici. 
Posons 

d'oü 

m et n satisfaisant aux in^galit^s d^finies plns haut; je pr^f^re ^crire: 



(22.) 



pour //, 


(«) 


pour //j 


(/^ 


pour H2 


(y) 


pour H^ 


((?). 
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oü Hi^Hi^H^^H^ repr^sentent la somme 2! q^ e'^"'^^*'^^ avec les conditions: 

;2<C0, au7?i + (^+ 6i^);i > 
?2 = 0, m > 

n<CO, anvi+ (^t +011)11 = 

Je Buppose aii<zO\ dans ces conditions nous avons 

Hl — //j = 2 1\2^ (/"* sin (mH- vi??) 

m et n satisfaisant aux conditions (22.) (a), Soient alors l et fi deux 
quantit^s choisies de fa^on que i,m + u?i soit positif toutes les fois que 
m et n satisfont k (22 r^.). Posons 

il viendra 

dz 



(23.) f\H,^H,)^ = ini:q\ 



Nous avons d'autre part 

avec 

Peut-on cboisir i et /« de teile sorte que |' = |? Evidemment oui, il 
suffit de prendre 

(24.) i = (/ + 6 ?/) l-aufi. 

Quand k et fi sont choisis de fa^on k satisfaire k cette 6quation, Texpression 

Im + inn ne peut s'annuler que pour une certaine valeur du rapport -, ou 

si nous revenons k notre repr^sentation g^om^trique, quand notre point 
repr^sentatif est sur une certaine droite passant par Torigine. Que cette droite 
n'est pas k l'int^rieur de Tangle o;,,, c'est ce qui est Evident, puisque 
r^quation (23.) exprime pr^cis^ment que lyn+uji a m€me valeur en deux 
points correspondants des deux cot^s de Tangle Wy. Donc Im+fin con- 
servera toujours le mSme signe k Tint^rieur de cet angle, c'est-k-dire quand 
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m et 71 satisfont aux in^galit^s (2.), ou si Ton pr^före aux conditions (22 a.) 
oa (22/.)« Nous pourrons choisir l et fi Aq fa^on que ce signe constant 
8oit le signe +• 

Dans ces conditions les ^quations (23.) et (24.) seront vraies ä la 
fois, et nous pourrons ^crire 

d'oü 

y^(fl,-i70y=m2:r' 

ou enfin 

u 

Dans le calcul de ^1, il faut donner k m et ä n toutes les valeurs satis- 
faisant aux conditions (22 a.); on voit alors que 2! q^ + H q'"^'' c'est notre 
invariant F^q); on a donc 

y^" (e''% ^^0 y = 2 z 71 F(q) 



et c^est lä la relation cberch^e entre la fonction 0(x^y) et l'inyariant arith- 
m^tique de Lejeune-DirichleL 
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Über die Auflösung der allgemeinen Gleichungen 

fünften und sechsten Grades. 

(AoBzug aus einem Schreiben an Herrn K. HenseL) 

Von Herrn F. Klein in Göttingen. 



Indem ich Ihrer werten Aufforderung entspreche, einen Beitrag zu 
dem Festbande des Journals zu schreiben, der dem Andenken Dirichlet% 
gewidmet ist, greife ich auf eine Note zurück, die ich vor 6 Jahren in den 
Rendiconti della Accademia dei Lincei veröffentlichte und in der ich die 
Grundlinien einer allgemeinen Auflösung der Gleichungen sechsten Grades 
skizzierte.*) Ich stelle mir das Ziel, die dort nur angedeuteten Überlegungen 
ausfuhrlicher und in mehr konkreter Form darzulegen. In der Tat hat 
selbst ein so genauer Kenner der einschlägigen Literatur, wie Herr Lachtin^ 
den in Betracht kommenden Ansatz nicht in seiner prinzipiellen Einfachheit 
aufgefaßt (wie ich weiter unten noch näher ausführe).**) Im übrigen handle 
ich unter den Impulsen meines alten Freundes Gordan^ der sein großes 
algebraisches Können neuerdings der in Frage stehenden Problemstellung 
zugewandt hat. Herr Gordan wird eine erste einschlägige Abhandlung dem- 
nächst in den Mathematischen Annalen veröffentlichen.***) Es ist dies aber 
nur ein Anfang; ich hoffe, daß es seinen fortgesetzten Bemühungen gelingen 
wird, den Gegenstand nach allen Seiten ebenso vollständig zu klären, wie 



*) Sitzung vom 9. April 1899, Rendiconti VIII (r* semestre): Sulla risoluzione 
delle equazioni di seato grado (estratto da una lettera al sig. Castelnuovo). 

^) 1901, Moskauer Mathematische Sammlung, Bd. XXII, S. 181 — 218 (russisch). 

') Über die partiellen Differentialgleichungen des Valentineiyroblem^ (ein Beitrag 
zur Auflösung der allgemeinen Gleichungen sechsten Grades). — Vergl. auch eine Mit- 
teilung an den Heidelberger Internationalen Mathematiker-Kongreß (August 1904). 
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uns dies früher gemeinsam mit der Theorie der Gleichungen fünften Grades 
geglückt ist. 

Auf diese Theorie der Gleichungen pxnften Grades, wie ich sie in 
meinen „ Vorlesungen über das Ikosaeder^ (Leipzig, 1884) zusammengefaßt 
habe, möchte ich hier vorab in der Weise eingehen, daß ich diejenigen 
Momente hervorkehre, welche in den nachfolgenden, anf die Gleichungen 
sechsten Grades bezüglichen Überlegungen ihre genaue Weiterbildung finden 
sollen. Ich habe in Kapitel V der „Vorlesungen" zweierlei Auflösungs- 
methoden der Gleichungen fünften Grades auseinandergesetzt (die sich übrigens 
nur durch die Reihenfolge der auszuführenden Schritte unterscheiden). Es 
wird sich hier um die zweite dieser Methoden handeln, die sich als eine 
organische Fortsetzung von Kronecker^ (und Brioschi^) Arbeiten über die 
Auflösung der Gleichungen fünften Grades darstellt. In den „Vorlesungen* 
wird diese Methode — gleich der ersten — in geometrischer Form ent- 
wickelt, wobei spezielle, nur bei den Gleichungen fünften Grades hervor- 
tretende Beziehungen den Ausgangspunkt abgeben. Statt dessen greife ich 
hier auf die algebraische Begründung der Methode zurück, die ich s. Z. in 
Band 15 der Mathematischen Annalen entwickelte und mit Überlegungen 
über die Auflösung beliebiger höherer Gleichungen begleitete. *) 

Die Ikosaedertheorie der Gleichungen fünften Grades und die mit 
ihr zusammenhängenden allgemeinen Überlegungen sind seitdem mehrfach 
von anderer Seite zur Darstellung gebracht worden, so insbesondere im 
zweiten Bande des ausgezeichneten Lehrbuches der Algebra von //. Weher 
(Braunschweig, zweite Auflage 1898, 1899), sowie in dem ausführlichen 
Bericht, den Herr Wiman in Bd. I der Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften über Endliche Gruppen linearer ^Substitutionen erstattet hat 
(S. 522 — 554, 1900). Trotzdem scheint es, daß die prinzipielle Bedeutung 
des ganzen Ansatzes im mathematischen Publikum immer noch vielfach nicht 
verstanden wird. Es handelt sich nicht um Überlegungen, welche sich neben 
die früheren Untersuchungen über die Auflösung der Gleichungen fünften 
Grades stellen, sondern um solche, die den Anspruch erheben, den eigent- 
lichen Kern dieser früheren Untersuchungen auszumachen. Ich will ver- 



*) Über die Auflösung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grade 
(1879); vergl. insbesondere den § 4 daselbst („die Formeln von Kronecker und Bi^oschi 
far den fünften Grad^). 
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Sachen, in dem folgenden Berichte dementeprechend die Hauptpunkte der 
Theorie (die sich dann später mutatis mutandis bei dem Ansätze für die 
Gleichungen sechsten Grades wiederfinden) so genau zu bezeichnen, als bei 
der gebotenen Kttrze möglich scheint. 

Das Erste ist, daß wir die Ikosaedergleichung ^ d. h. die Gleichung 
sechzigsten Grades, welche in den „Vorlesungen" folgendermaßen ge- 
schrieben wird: 

als eine Normalgleichimg sui geneins ansehen, welche sich vermöge ihrer aus- 
gezeichneten Eigenschaften als die nächste Verallgemeinerung der ^reinen" 
Gleichungen : 

(2.) af" = X 

darstellt. In der Tat lassen sich die 60 Wurzeln von (1.) aus einer be- 
liebigen derselben genau so durch 60 a priori bekannte lineare Substitutionen 
(die Ikosaedersubstitutionen) berechnen, wie die n Wurzeln von (2.) aus 

2ink 

einer derselben durch die /? Substitutionen x'=e'' -.r. Nun erweist sich 
die Gruppe der Ikosaedersubstitutionen mit der Gruppe der 60 geraden 
Vertauschungen von fünf Dingen als isomorph. Hierdurch gewinnt der 
Abel&che Beweis, daß es unmöglich ist, die Auflösung der allgemeinen 
Gleichungen fünften Grades auf eine Reihenfolge reiner Gleichungen (2.) 
zurückzuführen, seine positive Wendung. Die Aufgabe muß sein, die Auf- 
losung der Gleichungen fünften Grades mit Hilfe einer Ikosaedei^gleichnng zu 
betverkstelligen. Und hier mögen wir einen algebraischen und einen trans- 
zendenten Teil der Untersuchung unterscheiden. Der erstere Teil wird sich 
damit beschäftigen, aus den Wurzeln Zi,...Zr^ einer vorgelegten Gleichung 
fünften Grades die Wurzel r einer Ikosaedergleichung (1.) algebraisch zu- 
sammenzusetzen, den Parameter A' der letzteren durch die Koeffizienten 
der Gleichung fünften Grades, bezw. die Quadratwurzel aus ihrer Diskri- 
minante, zu berechnen, endlich wieder die v, , . . . z^ durch das x darzustellen. 
Der transzendente Teil aber wird die Aufgabe haben die Wurzel x der Iko- 
saedergleichung aus dem Parameter X durch unendliche Prozesse zu be- 
rechnen. Dies gelingt genau so durch hypei^geometrische Reihen wie die 
transzendente Auflösung der Gleichung (2.) durch die binomische Reihe. — 
In den ^Vorlesungen über das Ikosaeder^ ist insbesondere nachgewiesen, 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 2. 20 
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daß alle algebraischen Untersuchungen, die man zum Zwecke der Auflösung 
der allgemeinen Gleichungen fünften Grades angestellt hat, Umschreibungen 
des vorgenannten algebraischen Problems sind. Der transzendente Teil der 
Aufgabe wird nur mehr gestreift. Es wird aber klar ausgesprochen, welche 
Bewandtnis es mit der sogenannten Auflösung der Gleichungen fünften 
Grades durch elliptische Funktionen hat. Ich beziehe mich hier auf meine 
ausführlichen anderweitigen Darlegungen, die u. a. in die von Fricke und 
mir bearbeiteten Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen 
(Leipzig 1890, 1892) eingearbeitet sind. Zwischen der Transformation 
fünfter Ordnung der elliptischen Funktionen und der Ikosaedertheorie besteht 
ein notwendiger Zusammenhang. Setzt man in (1.) für A^ die absolute In- 
variante J der elliptischen Modulfunktionen, so bekommt die IkosaedergröBe 
X die einfache Bedeutung des „Hauptmoduls der Hauptkongruenzgruppe 
fünfter Stufe". Alle Arten, die Auflösung der Gleichungen fünften Grades 
mit den elliptischen Funktionen in Zusammenhang zu bringen, beruhen auf 
diesem Fundamental satz. Insbesondere läßt sich x selbst durch elliptische 
d^- Reihen darstellen; es ist eine Formel von prinzipieller Einfachheit; man hat 
(wenn ich der Kürze halber die Jaco62Schen Bezeichnungen gebrauchen darf): 

Die Benutzung dieser Formel zur Auflösung der Ikosaedergleichung (oder ähn- 
licher Formeln zur Auflosung irgendwelcher Resolventen der Ikosaedei^gleichtmg) 
ist aber genau so ein Umioeg, wie die Lösung der reinen Gleichung (2.) durch 
Logarithmen: 



C*v x = e 



- logJC 
n 



K* 

Muß man doch zuerst ^ bezw. log X aus X berechnen, ehe man die 

Formeln (3.), (4.) anwenden kann. Die Bedeutung der Formeln fttr die 
Auflösung ist höchstens eine praktische, falls man nämlich eine Logarithmen- 
tafel bezw. eine Tafel der elliptischen Perioden K^ K besitzt. Man möge 
also endlich aufhören ^ sich so auszudrücken j als wenn die Benutzung 
der elliptischen Funktionen das Wesentliche an der Theorie der Gleichwigen 
fünften Gi^ades wäre. Diese Ausdrucksweise ist nur ein Residuum der 
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zufälligen historischen Entwicklung: die Transformationstheorie der ellipti- 
schen Fanktionen hat den ersten Anstoß gegeben, gewisse einfache 
algebraische Gleichungen aufzustellen (die Modulargleichnngen und 
Multiplikatorgleichungen für den fünften Transformationsgrad), die der Iko- 
saedergleichung nahe verwandt sind. 

So viel über die Einführung des Ikosaeders in die Theorie der 
Gleichungen fünften Grades im allgemeinen. Ich muß mich nunmehr ganz 
auf die algebraische Seite der Aufgabe beschränken. Und hier habe ich 
vor allen Dingen einen fundamentalen Satz betr. die Ikosaedersubstitutionen 
zu erwähnen, der in der Folge besonders wichtig wird. Man kann von der 
Ikosaedersubstitution der in (1.) auftretenden Unbekannten x zu homogeneii 
Substitutionsformeln übergehen (indem man x in den Substitutionsformeln 
überall durch x^:x2 ersetzt und Zähler und Nenner in zweckmäßiger Weise 
trennt). Wählt man dabei die Determinante der entstehenden binären Sub- 
stitutionen gleich 1, so hat man 120 binäre Substitutionen; speziell entsprechen 
der identischen Substitution x' — x die beiden 

i ij. ) 4X1 — «Tj , 1X2 — X2 unu X\ — — "~" «/j , X2 — "~~ tt2 • 

Und nun ist es auf keine Weise möglich (auch nicht, wenn man den Wert 
der Determinante abändert), aus solchen homogenen Substitutionen eine mit der 
nicht homogenen Substitutionsgruppe i^omoiplie Gruppe zusammenzusetzen^ die 
werliger al^ 120 Substitutionen enthielte. Der Isomorphismus zwischen der 
Substitutionsgruppe des .i- und derjenigen der Aj, X2 ist also notwendig ein 
meroedrischer! Dieser fundamentale Satz, der etwas abstrakt klingt, gibt der 
algebraischen Theorie der Gleichungen fünften Grades ihre eigentümliche 
Form, wie sofort näher darzulegen ist. Bemerken wir vorab, daß derselbe 
nicht etwa schwer zu beweisen ist. Auf S. 46, 47 der „Vorlesungen'^ 
ist er darauf zurückgeführt, daß die Gruppe der nicht homogenen Ikosaeder- 
substitutionen u. a. sogenannte Vierergruppen enthält und daß für diese Vierer- 
gruppen bereits der entsprechende Satz gilt. Nehmen wir, um dies einzusehen, 
die einfachste Darstellung der nicht homogenen Vierergruppe, wie sie durch 
folgende vier Substitutionen gegeben ist: 

I: l' = l, 

(6.) 1 1 

^^ II: r=-^, 111:1 = 1^, IV:$'=-i. 

20* 
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Hier sind II, III, IV SubstitutioneD von der Periode 2 und e8 ist zugleich 

(7.) II IIIIV^I. 

Will man jetzt zu einer holoedrisch isomorphen Gruppe homogener Sub- 
stitutionen übergehen, so hat man I jedenfalls durch 

1 • bi = §1 , $2 = ^2 

ZU ersetzen, II, III, IV aber durch 

ir: ^1- + .^, i;=±i2 
iir: i;-±^2, ^'2=±ii 

IV': i; = T.S, i:i = ±^\ 

(wo in der einzelnen Horizontale je nach Belieben die oberen oder die unteren 
Vorzeichen zu nehmen sind). Aber wie man hier auch die Vorzeichen 
wählen möge, die liier eingeführten Suhstitutionen 11', III', IV' haben je die 
Determinante (— 1), und es isann also unmöglich 

II' III' IV' =r 

sein, wie es doch nach (7.) bei holoedrischem Isomorphismus der Fall sein 
müßte! — Wir werden, nach dem so Bewiesenen, fortan unter den homogenen 
Ikosaedersubstitutionen kurzweg die 120 binären Substitutionen von der 
Determinante + 1 verstehen, welche den 60 nicht homogenen Substitutionen 
des X entsprechen. 

Ich werde nunmehr das zentrale Problem, dessen Erledigung uns 
obliegt, folgendermaßen formulieren: inan soll aus frei veiwiderlichen fünf 
Größen z^, Z2, z^, z^, z^ (den Wurzeln der Gleichung fünften Grades) eine 
Funktion x(z^^ ... z^) zu^ammenselzen^ die bei den 60 Vertauschungen der z 
die 60 Ikosaedersubstitutionen erleidet. Aus unserem fundamentalen Satz folgt 
sofort, daß es eine derartige rationale Funktion von fünf frei veränderlichen 
Größen z nicht gibt (Vorles. S. 255). Man schreibe nämlich, indem man r 

in teilerfremde Polynome als Zähler und Nenner spaltet: ^t^'— — ^- Die 

so eingeführten y, xp würden sich bei den 60 Vertauschungen der z not- 
wendig homogen linear substituieren. Dabei würden diese homogenen Sub- 
stitutionen den Ikosaedersubstitutionen des x einzeln entsprechen; man hätte 
also eine mit den unhomogenen Ikosaedersubstitutionen holoedrisch isomorphe 
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Gruppe binärer Substitutionen, und eine solche Gruppe existiert nicht, wie 
wir sahen. 

Die gesifchie Funktion x{z^^ -.^5) '^^^^ß (ilso von ihren Argumenten 
algebraisch abhängen. Und damit sind wir in das Gebiet derjenigen 
Irrationalitäten der Gleichungstheorie geführt, die ich in meinen Vorlesungen 
(S. 158, 159) akzessorische nenne, weil sie zu den unmittelbar vorhandenen 
Irrationalitäten (den rationalen Funktionen der z) — mit denen es die 
(/rt/ai^öche Gleichungstheorie nach ihrer gewöhnlichen Formulierung allein 
zu tun hat — als etwas Neues hinzutreten. Über die Leistungsfähigkeit 
dieser akzessorischen Irrationalitäten wissen wir vorläufig nichts allgemeines. 
Wir sind vielmehr im einzelnen Falle auf tastende Versuche angewiesen. 
Sicher wird man bei der Auflösung irgend welcher höheren Gleichung nur 
solche akzessorische Irrationalitäten zulassen wollen, die sich aus den 
symmetrischen Funktionen der Gleichungswurzeln, ev. den vorgegebenen 
Aflfektfunktionen durch niedrigere Gleichungen berechnen. Bei den Gleichungen 
fünften Grades, die wir hier behandeln, gilt neben den symmetrischen Funk- 
tionen der z auch deren Differenzenprodukt (die Quadratwurzel aus der 
Diskriminante) als bekannt. Der Erfolg zeigt, daß wir in mannigfacher 
Weise ein von den z ikosaedrisch abhängendes »r konstruieren können^ sobald 
wir nur die (Quadratwurzel ans einer geeigneten rationalen Funktion dieser 
Größen adjungieren tcollen.*) Die zweierlei Methoden zur Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades, welche ich in meinen „Vorlesungen" gebe, 
unterscheiden sich nur durch den Platz, den sie der Adjunktion dieser 
akzessorischen Quadratwurzel anweisen. Bei der ersten Methode wird die 
akzessorische Quadratwurzel (indem man die Gleichung fünften Grades durch 
eine Tschirnhaustransformation in eine sogenannte Hauptgleichung fünften 
Grades verv\'andelt, d. h. eine Gleichung, bei der die Summe der Wurzeln 
und die Summe der Wurzelquadrate verschwindet) vorweggenommen. Bei 
der zweiten Methode wird zunächst ein Schritt auf das Ikosaederproblem zu 
getan und dann erst die akzessorische Quadratwurzel adjungiert. Wie bereits 

*) Hierzu kommt dann noch die fünfte Einheitswurzel 6 = e^ , die in den Iko- 
saederdubstitutionen immerzu auftritt und die bei der Bildung eines geeigneten x dem- 
entsprechend jedenfalls zu benutzen ist. Zählen wir sie, wie man streng genommen 
tun müßte, mit zu den akzessorischen Irrationalitäten, so hat man akzessorische Irra- 
tionalitäten in der Gleichungstheorie von Anfang an, nämlich schon bei der Reduktion 
der zyklischen Gleichungen auf reine Gleichungen. 
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in der Einleitung gesagt, bevorzuge ich hier diese zweite Methode, indem 
ich ihre einzelnen Schritte in einer solchen Weise formelmäßig exponiere, 
daß sich der ganze Ansatz hernach in sinngemäßer Weise auf die Gleichungen 
sechsten Grades ttbertragen läßt. 

Hier in numerierter Reihenfolge die wesentlichen Überlegungen (der 
zweiten Methode): 

1. Wenn die x^^ X2 die homogenen binären 120 Ikosaedersubstitutionen 
erleiden, so erfahren die Quadrate und Produkte 

.rl, x,x,, 4 

ihrerseits nur 60 homogene ternäre Substitutionen von der Determinante 1 

(deren Gruppe den 60 nicht homogenen Ikosaedersubstitutionen von — und 

damit den 60 geraden Vertauschungen der fünf Größen 2^1,... Zj holoedrisch 
isomorph ist). 

2. Dasselbe gilt, nach den allgemeinen Grundsätzen der Invarianten- 
theorie, von den Koeffizienten einer in den Xi , x^ quadratischen binären Form. 
Ich werde eine solche Form hier, um unmittelbaren Anschluß an die (auch 
in meinen „Vorlesungen" benutzte) Schreibweise von Kronecke)' und Brioschi 
zu haben, folgendermaßen bezeichnen: 

(8.) A^x\ + 2A,^ x^x. — ilj A^ . 

Die ilj, 2i4,„ — ilj substituieren sich nach der Ausdrucksweise der Invarianten- 
theorie zu den orj, x^ x^^ x\ kontragredient. 

3. Wir schließen, daß es ohne weiteres möglich sein wird, aus irgend 
vorgegebenen fünf Größen z^^...z^ solche rationale Funktionen zu bilden, 
welche bei den geraden Vertauschungen der z sich genau so substituieren, 
wie die i4o, i4,, ila. In der Tat habe ich in der bereits in der Einleitung 
genannten Arbeit aus Bd. 15 der Mathematischen Annalen einen allgemeinen 
Ansatz gegeben, demzufolge man immer, wenn zwei Größenreihen (hier die 
z und die Ä) holoedrisch isomorphe homogene lineare Substitutionen erleiden, 
aus den Größen der einen Art in mannigfachster Weise rationale Funktionen 
zusammensetzen kann , die sich wie Größen der zweiten Art substituieren. 

4. Wir reproduzieren hier nicht diesen allgemeinen Ansatz (was unnötig 
weitläufig wäre), sondern geben hier gleich die abgekürzte Form, in die er 
sich bei unserem speziellen Problem zusammenziehen läßt und in der er 
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mit den aaf Gleichungen fünften Grades bezüglichen Entwicklungen von 

JCronecker und Brioschi in unmittelbaren Kontakt tritt. Es handelt sich um 
/olgende Punkte: 

4a. Man kann aus den ^^0:3 sechs quadratische Ausdrücke bilden: 



(90 



I O • X^ 3/2 • * vO^ ~|~ *iC| 3^2 """ * 3^2 « 



'2in 
(««« 5 ;y=U.l,3,3,4) 



€[ie sich bei den Ikosaedersubstitutionen mit gewissen (hier nicht näher an- 
zugebenden) Zeichenwechseln vertauschen. 

4b. Sei ferner v{z^^...Zs) eine rationale Funktion der z^ die bei der 
zyklischen Vertauschung der in natürlicher Reihenfolge genommenen z un- 
geändert bleibt. Wir bilden uns die Differenz 

V (Z^ Z2 Z^ Z4 Z5) — V (^5 ^4 ^3 Z-i z^) 

und erheben sie ins Quadrat. Wir haben dann eine „ metazyklische ^ Funktion, 
die K^ heißen soll, während die fünf weiteren Werte, die aus ihr durch die 
geraden Vertauschungen der z entstehen, in geeigneter Reihenfolge mit ul 
bezeichnet werden mögen (y = 0, 1, 2, 3, 4). Man kann dann die Vorzeichen 
der verschiedenen u so wählen, daß sich die 



(10.) 



^x, Wr (v=0,l,2,3,4) 



bei den geraden Vertauschungen der z genau so, nämlich auch mit denselben 
Zeichenwechseln, linear substituieren, wie die Ausdrücke (9.) bei den koire- 
spondierenden Ikosaedersubstitutionen der x^^ x^. 

4c. Wir schließen, daß die folgende Form der z und der x 

HDgeändert bleibt, wenn man auf die z die geraden Vertauschungen und gleich- 
zeitig auf die :r, , x^ die korrespondierenden Ikosaedersubstitutionen ausübt 
4d. Wir setzen jetzt, in Übereinstimmung mit (8.): 



und finden durch Vergleich: 



(12.) 



2K = }fb-u^-\-£u,, 

V 

A2 ^^ 



«^•'•Wy. 
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Hiermit haben wir in der Tat aus den z^^.,.z^ Größen A^^^ A^^ A2 
ziisammengesetzt^ die sich bei den geraden Vertauschungen der z in der ge- 
tcollten Weise ternär substituieren. 

5. Wir werden das hiermit erreichte Resultat in der Folge gelegentlich 
dahin kurz aussprechen, daß wir sagen: wir haben den z^^...z^ eine 
quadratische binäre Form (8.) „kovariant" zugeordnet. Die Diskrimiuante 

von (8.): 

(13.) A^Al + A.A^ 

ist als binäre Invariante dabei eine solche Funktion der 2^1,. ..-5, die sich 
bei den geraden Vertauschungen der z nicht ändert; sie ist also eine rationale 
Funktion der Koeffizienten der vorgelegten Gleichung fünften Grades und 
der Quadratwurzel aus ihrer Diskrimiuante. 

6. Nun ist aber doch das Ziel, den ^,,...^5 nicht eine quadratische 
Form oder ein „Punktepaar" des binären Gebietes: 

( 14.) .1 , .rj + 2 AqX^ X2 — .42 xl = 



sondern einen Quotienten — , einen ^Punkt", kovariant zuzuordnen. Wir 

machen dies in einfachster Weise, indem wir die quadratische Gleichung 
(14.) auflösen und dementsprechend schreiben: 



(15.) ""i = .i' = — A + V^; + ^,^, ^ 

Xj A^ 

7. Hiermit haben wir unsere zentrale Aufgabe gelöst: aus den jj,... J5 
ein solches x zusammenzusetzen, welches bei den geraden Vertauschungen der 
z die Ikosaedersiibstitutionen erleidet. Man beachte, daß die A», ^1, ^^2 nach 
Nr. 4d rationale Funktionen der ;: sind, bei deren Konstruktion keine andere 
Irrationalität als die fünfte Einheitswurzel £ benutzt ist. Und unter der 
Quadratwurzel steht (nach Nr. 5) eine solche Verbindung der .4o, Ay^ A^^ die 
sich bei den geraden Vertauschungen der z nicht ändert Wir sind also 
mit Hilfe solcher akzessorischen Irrationalitäten zum Ziele gekommen, die man 
in der Theorie der Gleichungen fünften Grades füglich als niedere Irratio- 
nalitäten bezeichnen wird. 

8. Wie man nun weiter den Parameter X der Ikosaedergleichung, 
der unser x (15.) genügt, als Funktion der Koeffizienten der Gleichung 
fünften Grades, deren Wurzeln die Zy^...Zr, sind, bezw. der Quadratwurzel 
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aas ihrer Diskriminante berechnet, und wie man schlieiilich die z mit Hilfe 
der Koeffizienten und der adjangierten Quadratwurzeln durch das x rational 
darstellt, also die Gleichung fünften Grades mit Hilfe der Ikosaeder- 
gleichung wirklich auflöst, möge hier, unter Verweis auf die „Vorlesungen*^, 
unerörtert bleiben. 

9. Wohl aber möge noch zusammenfassend klar hervorgehoben werden, 
wieso man mit Fug und Recht von einer so gewonnenen Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades reden kann/ Es ist nicht nur eine Reihenfolge 
von Schritten angegeben, die man im gegebenen Falle numerisch würde 
durchlaufen können, so daß man die Zahlenwerte der z^^...z^ tatsächlich 
erhält, es ist vielmehr auch eine volle funktionentheoretische Einsicht in 
die innere Natur des Auflösungsproblems erreicht. Schließlich sind doch 
die ^i,...-5 die verschiedenen Zweige einer von den Koeffizienten der 
Gleichung fünften Grades abhängigen fünfwertigen algebraischen Funktion 
von zunächst sehr unübersichtlicher Bauart. Diese fünf Zweige iverden 
in demjenigen Rationalitätsbereiche , der durch die Koeffizienten der Gleichung 
fünften Grades^ die Quadratwurzel aus ihrer Disknminante und die zu adjun- 
gierenden akzessorischen Irrationalitäten gegeben wirdj durch eine einzige, nur 
von einem, dem Rationalitätsbereiche angehöngen, Parameter abhängige höhere 
Irrationalität durchsichtigster Bauart, die Ikosaederirrationalität, rational dar- 
gestellt. — 

Ich möchte an dieser Stelle noch eine mehr persönliche Bemerkung 
Über die Beziehung meiner Arbeiten über die Gleichungen fünften Grades 
zu denjenigen von Kronecker einschalten, — um so lieber, als Sie ja, hoch- 
geehrter Herr Kollege, über die Kronecker^ch^n Manuskripte verfügen und 
dadurch in der Lage sind, meine Angaben in authentischer Weise zu ver- 
vollständigen. Kronecker und Brioschi haben bekanntlich in ihren ersten 
Arbeiten über Gleichungen fünften Grades (aus dem Jahre 1858) gerade 
dieselben Größen ii„i4i, ^2 benutzt, die ich vorhin (in Nr. 4b) angebe; 
sie haben dann die Gleichung sechsten Grades konstruiert, der C = öi4S 
genügt und die Brioschi wegen ihres engen Zusammenhangs mit gewissen 
von Jacobi für die Transformation der elliptischen Funktionen aufgestellten 
Gleichungen eine Jacobi^che Gleichung nennt; sie haben endlich angegeben, 
daß man durch Adjunktion einer Quadratwurzel zu einer Gleichung mit nur 
einem Parameter gelangen kann. Diese Quadratwurzel bezeichnet eine 
akzessorische Irrationalität, die der in Formel (15.) benutzten gleichwertig 
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ist. Weiterhin stellte dann Kronecker (1861) den fundamentalen Satz auf, 
den ich in meinen „Vorlesungen" als Kronecke7%c\LQXi Satz bezeichne und mit 
dessen Darlegung und Beweis ich meine „Vorlesungen" kröne: den Satz, 
daß es unmöglich sei, ohne Heranziehung akzessorischer Irrationalitäten von 
der allgemeinen Gleichung fünften Grades eine Resolvente mit nur einem 
Parameter zu bilden. Ich beweise diesen Satz 1. c. wie vorher (1877) im 
12. Bande der Mathematischen Annalen, indem ich mich auf die oben be- 
sprochene Eigenschaft der Ikosaeclergruppe berufe, beim Übergang zur 
homogenen Schreibweise ihre Substitutionen mindestens zu verdoppeln; mein 
erster Beweis, den ich 1877 in den Berichten der Erlanger physikalisch- 
medizinischen Sozietät gab (Sitzung vom 13. Januar), war noch wesentlich 
umständlicher. Ich habe nun vor 24 Jahren (Ostern 1881) Gelegenheit 
gehabt, mit Kronecker über diese Dinge ausführlich zu sprechen. Es ergab 
sich, daß Kroneckei- bei seinen Untersuchungen die Ikosaedersubstitutionen, 
denen er doch so nahe gekommen war, nicht gekannt und dementsprechend 
für seinen Hauptsatz keinen ausreichenden Beweis gefunden hatte! Es ist 
dies, wie ich meine, eine auch unter allgemeinen Gesichtspunkten sehr 
bemerkenswerte Tatsache. Denn sie bestätigt an einem besonders interessanten 
Falle, was Gauß so oft hervorhebt: daB die Auffindung wichtigster mathe- 
matischer Theoreme vielmehr Sache der Intuition als der Deduktion ist und 
daß die Herstellung der Beweise ein von der Auffindung der Theoreme 
Bchr verschiedenes Geschäft ist Ich bin später mit Kronecker auf den 
Gegenstand nie zurückgekommen, hörte aber vor einigen Jahren, dafi 
Kronecker nach dem Erscheinen meiner „Vorlesungen^ in einem Kolleg über 
die Auflösung der Gleichungen fünften Grades zur Ikosaedertheorie Stellung 
genommen habe. Es würde mich (und jedenfalls auch andere Mathematiker) 
sehr interessieren zu erfahren, was in den hinterlassenen Papieren von 
Kronecker über diese Dinge enthalten sein mag, nnd ich möchte also den 
Wunsch an Sie richten, das einschlägige Material zu sichten und bald zu 
publizieren. — 

Ein neuer Beweis des Kronecker^G\itii Satzes ist bekanntlich von 
Herrn Gordan in Bd. 29 der Mathematischen Annalen gegeben worden 
(1887: Über biquadratische Gleichungen*)). Derselbe ist insofern einfacher zu 



*) Man vergleiche auch die Darstellung des (rorJanschen Beweises in den Lehr- 
büchern der Algebra von Weber und von Netto, 
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lesen als der meinige, als er auf eine explizite Kenntnis der Ikosaeder- 
sabstitutionen nirgends Bezug nimmt. Trotzdem hängt derselbe, wie ich 
hier bemerken möchte, mit dem Grandgedanken meines Beweises auf das 
genaueste zusammen. Wir beide benutzen im Anschlui} an eine Entwicklung 
von Herrn Lüroth einen Hilfssatz, der sich folgendermaßen formulieren 
läßt: Wenn eine Gleichung 7^-ten Grades mit frei veränderlichen Wurzeln 
2^1,^2,...^« ^ine rationale Resolvente mit nur einem Parameter besitzen soll, 
dann muß es eine rationale Funktion x der Wurzeln ^1,...^^ geben, die 
sich bei den zur Ga/oei^schen Gruppe der Gleichung gehörigen Vertauschungen 
der z linear mit komiantea Koeffizienten transformiert. Wir benutzen ferner 
gemeinsam die Überlegung, daß sich diese Gruppe linearer Substitutionen 
beim Übergang zur binären Schreibweise in eine holoedrisch isomorphe 
Ghuppe binärer linearer Substitutionen umsetzen lassen muß. Natürlich muß 
diese Gruppe andererseits mit der Ga/oii^schen Gruppe der vorgelegten 
Gleichung modulo einer ausgezeichneten Untergruppe der letzteren isomorph 
sein. Jetzt habe ich auf S. 44 — 47 meiner „Vorlesungen" den Satz gegeben, 
daß nur folgende Gruppen linearer Substitutionen einer Veränderlichen sich 
holoedrisch isomorph in die binäre Form umsetzen lassen: 1. Die zykli- 
schen Gruppen. 2. Die Diedergruppen von ungeradem n. Es folgt, daß 
eine Gleichung n^ten Grades mit frei veränderlichen Wurzeln z^y,..z^ nur 
dann eine rationale Resolcente mit nur einem Parameter zuläßt (die dann 
sofort in eine reine Gleichung, bezw. eine Diedergleichung von ungeradem n 
umgesetzt werden kann), tvenn ihre Galoissche Gruppe modulo einer aus-- 
gezeichneten Untergruppe zu einer zyklischen Gruppe oder einer Dieder- 
gruppe von ungeradem n isomorph ist. Eine zugehörige Resolvente mit 
nur einem Parameter läßt sich dann nach den Prinzipien von Ann. 15 
auch gleich aufstellen. Der so ausgesprochene allgemeine Satz umfaßt 
nun sowohl den Gordan&chen als meinen Beweis des Kronecker^Ghen Satzes. 
Mein Beweis erledigt sich in der Tat durch den Hinweis, daß die Gruppe 
einer Gleichung fünften Grades mit adjungierter Quadratwurzel aus der 
Diskriminante einfach ist und die ihr holoedrisch isomorphe Ikosaedergruppe 
linearer Substitutionen einer Veränderlichen nicht unter die Voraussetzungen 
unseres Satzes fällt. Der Gordamche Beweis dagegen benutzt, wenn ich 
ihn recht verstehe, die selbstverständliche Tatsache, daß die betr. Gruppe 
wie jede Gruppe sich selbst als ausgezeichnete Untergruppe enthält. Modulo 
dieser Untergruppe ist sie zur Identität kongruent. Und die identische 

21* 
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Substitution fällt unter die Voraussetzung unseres Satzes. Es gibt also in 
der Tat Resolventen mit einem Parameter, die aber für die Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades gänzlich unbrauchbar sind, nämlich lineare^ 
deren Wurzel eine solche Funktion der z^^... z^ ist, welche bei den geraden 
Vertauschungen der z ihren Wert überhaupt nicht ändert! Aber andere 
(rationale) Resolventen mit nur einem Parameter gibt es nicht, oder besser: 
jede rationale Resolvente unserer Gleichung fünften Grades mit nur einem 
Parameter ist linear und also unbrauchbar. — 

So viel über die Ikosaedersubstitutionen und die durch sie vermittelte 
Auflösung der Gleichungen fünften Grades. An Stelle der ^unären" Snbsti- 

2t7iib 

tutionen x*=e " o;, welche die Wurzeln einer reinen Gleichung unter einander 
verknüpfen, sind ^ binäre^ lineare Substitutionen zweier homogenen Variabein 
^n*^'2 getreten. Und hiermit ist zugleich der Weg zu neuen Verallgemeine- 
rungen geöffnet. Man hat einfach Gruppen linearer Substitutionen mehrerer 
homogener Variabein heranzuziehen! Ich kann hier unmöglich die Über- 
legungen wiederholen, die ich in dieser Hinsicht zuerst im 15. Bande der 
Mathematischen Annalen gab (1. c. 1879), oder die Ausführungen nennen, 
die sich später daran geschlossen haben. Es genüge, diesbezüglich auf 
Webern Lehrbuch und auf den ebenfalls bereits zitierten Enzyklopädieartikel 
von Wiman zu verweisen.*) Wir denken uns in der Folge eine Gleichung 
secJisien Grades liebst de?* Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante gegeben, 
deren G^a/omche Gruppe also aus den 360 geraden Vertauschungen der 
Wurzeln ^i,^2 9v^o besteht. Es wird darauf ankommen, die kleinste Zahl 
homogener x^^X2^...x^ zu benutzen, bei denen eine mit diesen 360 Ver- 
tauschungen isomorphe Gruppe linearer Substitutionen möglich ist. Erwiese 
sich dieser Isomorphismus als holoedrisch, so würden wir nach der Vorschrift 
von Bd. 15 sofort rationale Funktionen der ^r^, 2^2, ... ^e hinschreiben können, 
die sich bei den 360 geraden Vertauschungen der ^ wie die a:i, ...a;^ linear 
substituierten. Aber es zeigt sich, dal} auch hier (wie bei den Gleichungen 
fünften Grades) der Isomorphismus ein meroedrischer ist, so dal} wir vor die 
Frage gestellt werden, ob wir, bezw. wie wir mit Hilfe niederer akzesso- 
rischer Irrationalitäten überhaupt durchkommen? 



*) Eine übersichtliche erste Orientierung gibt auch der Vortrag IX meines ge- 
legentlich der Weltausstellung in Chicago gehaltenen Ecanaton Colloquium (Macmiilan, 
New- York, 1894). 
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nächsten hier zu erreichenden Zweck keineswegs notwendig. Der Übergang 
von den Gleichungen sechsten Grades zur Valentinergruppe, wie ich ihn in 
meiner römischen Note von 1899 andeutete und den ich jetzt ausführlicher 
exponieren will, bedarf der Anlehnung an die qnatemäre Snbstitntionsgruppe 
in keiner Weise. Der Deutlichkeit halber will ich die in Betracht kommen- 
den Überlegungen wieder in eine Reihe von Nummern spalten, deren Auf-- 
einanderfolge die Analogie mit dem oben bei den Gleichungen fünften Graden 
befolgten Gedankengange deutlich hervortreten läfit Folgendermaßen: 

1. Die Aufgabe ist, aus frei veränderlichen sechs GröBen z,,;>2, ...^ 
solche drei Funktionen X|, 0:3, x, zusammenzusetzen, deren Verhältnisse bei 
den 360 geraden Vertauschungen der z die 360 Kollineationen der Valen— 
tinergruppe erleiden. 

2. Nun hat bereits Herr Wiman 1. c. bemerkt, dafi sich die Anzahl 
der Valentineroperationen, wenn man von den Kollineationen der Ebene zu 
den entsprechenden ternären linearen Substitutionen fibergeht, mindestens 
verdreifacht Es ist also von vornherein ausgeschlossen, daß die gesuchten 
^11^29^3 rationale Funktionen der z^^z^^.^.z^ sein könnten. 

3. W ir wollen die homogenen Valentinersubstitutionen fortan so fixieren, 
daß ihre Determinante durchweg gleich Eins ist. Ihre Zahl beträgt dann 
genau 3.360 = 1080 und es entsprechen der identischen KoUineation die 
drei Substitutionen: 

(16.) •^1=/^!, 4=y''^2, ^3=/ ^3. = e^ ;r=0.1,2) 

4 Wir bemerken jetzt, daß bei diesen 1080 homogenen Substitutionen 
die zehn Glieder dritter Ordnung, die man aus den x aufbauen kann: 



'1? •^l**2j 



sei) ohoe besondere Mühe zu derselben Form Q gelangen, die ich unten unter (19.) mit- 
teile. Man hat nur zu beachten, daß die Wurzeln z^^z^^.,.z^ der Gleichung sechsten 
Grades, und ebenso deren Quadrate z\',z\y>z\ nach den Entwicklungen von Bd. 28 im 
Räume einen linearen Komplex festlegen, und daß diese beiden Komplexe zusammen mit 
dem ebendort eingeführten „Einheitskomplex^ durch ihre gemeinsamen Linien eine Fläche 
zweiten Grades bestimmen. Irgend eine akzessorische Irrationalität tritt hierbei noch 
nicht auf. Es ist dann in keiner Weise nötig, sich beim Übergang vom Raum zur Ebene 
so, wie es Herr iMchtin tut, auf die verhältnismäßig komplizierten Formeln zu beziehen, 
durch welche ich, in Bd. 28, den Wurzeln z^,.,,z^ einen Raumpunib zugeordnet habe. 
ALiO auch in dieser Hinsicht kann der Ansatz von Herrn Lacktin noch abgekürzt werden. 
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ihrerseits nur 360 lineare Substitutionen erleiden (deren Gruppe mit der 
Oruppe der geraden Vertauschungen der Zi^Z2^...z^ holoedrisch isomorph 
ein^2^ird), 

5. Wir bilden nun ferner eine beliebige kubische ternäre Form 



ie, gleich gesetzt, eine ^j Kurve dritter Ordnung^ in der Ebene der x dar- 

tellt). Die Koeffizienten a^^ 3an2, ... verhalten sich bei beliebigen linearen 

Substitutionen der ^^1,0-2,^3 zu den 0:^,0:^X2,... kontragredient. Sie erleiden 

^bIso bei den Substitutionen der Valentinergruppe ebenfalls genau 360 lineare 

Substitutionen, die mit den 360 geraden Yertauschungen der 2^1,^29 •••^0 ein- 

eindeutig zusammengeordnet werden können. 

6. Wir schließen hieraus, daß es ohne weiteres möglich ist, zehn 
rationale Polynome der frei veränderlichen Größen ^i,^27***^6 zu bilden: 

^llH 9^112? •••7 

welche sich bei den geraden Vertauschungen der z genau so substituieren, 
"wie die 

ciiii^ ^112? ••• 

bei den korrespondierenden Substitutionen der Valentinergruppe, — also den 
Wurzeln z^ wie wir es kurz ausdrücken, in rationaler Weise eine Kurve 
dritter Ordnung kovariant zuzuordnen. 

7. Um es anders auszudrücken: Man kann auf mannigfache Weise, 
ohne Benutzung akzessorischer Irrationalitäten,*) eine von den z und x ab- 
hängige, in den x kubische Form bilden: 

(17.) S2(^Zi ... Zq\xi X2X^) == (fiii' a^+ 3(pii2' x]x2 ..., 

welche ungeändert bleibt, wenn man auf x^XzX^ die Valentinersubstitutionen 
und gleichzeitig auf die z^ ... Zß die korrespondierendeil geraden Vertauschungen 
cvsäbt. 

8. Was die wirkliche Herstellung einer solchen Form 12 angeht, so 
unterlasse ich wieder, den allgemeinen aber weitläufigen Prozeß heran- 
zuziehen, den ich für alle derartige Aufgaben in Bd. 15 der Mathematischen 



*) Abgesehen naturlich von den numerischen Irrationalitäten, welche in den 
Substitutionen der Valentinergruppe auftreten. Es sind dies (in Übereinstimmung mit 
den im Texte folgenden Formeln (18.) usw.) die Quadratwurzeln V— 3 und 1/5. 
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Annalen gab, sondern entwickele, genau wie bei den Gleichungen fünften 
Grades an der entsprechenden Stelle, eine abgekürzte Methode, die sich 
(im Laufe des vergangenen Winters) aus meiner Korrespondenz mit Herrn 
Gordan ergeben hat. Man hat folgende Beziehungen zu kombinieren: 

8a. Bei den 360 KoUineationen der Valentinergruppe spielen, wie 
zuerst Herr Wtman nachwies, zwei Systeme von je sechs Kegelschnitten 
eine wichtige Rolle. Die sechs Kegelschnitte jedes der beiden Systeme ver- 
tauschen sich bei den 360 KoUineationen auf 360 Weisen unter sich. 

8b. Die Gleichungen dieser 2-6 Kegelschnitte sind (bei Zugrunde- 
legung eines geeigneten kanonischen Koordinatensystems) zuerst von Herrn 
Gerbaldi aufgestellt worden (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
t. Xn, 1898 : Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piane, I: vergl. auch 
die bereits 1882 in den Atti di Torino, Bd. XVH, S. 358 ff. veröffentlichte 
Note: Sui gruppi di sei coniche in involuzione). Ich will hier die korre- 
spondierenden ternären quadratischen Formen, indem ich mich auf das eine 
System von 6 Kegelschnitten beschränke, nach dem Vorgange von Herrn 
Gordan gleich mit der Determinante 1 ausstatten. Wir können dann schreiben: 



k 



(18.) 



2 — 



k,= 
k,= 



^4"^ ^2'TJ^^ 

ö C''^ ~r ^2 "1 ^3/ I y T J C^2^3 "T ^3 *^l "i" *^1 ^2) 7 



-|-l_|CIi 5 
8 



k^ = g (^ + «^2 + ^i) "T V^ T J C"" ^2^3*7" «^3 ^1 "" ^'1^)7 

Kq = ^ (^1 + ^2 4" ^3) "T ^ T J ( — ^2^3 "^ ^3*'^1 I ^1.^2). 

Sc. Die ki^...kQ sind durch die Forderung, daß ihre Determinante 
gleich 1 sein soll, nur je bis auf eine dritte Einheitswurzel bestimmt. In 
der Tat vertauschen sich auch die vorstehenden k bei den 1080 Valentiner- 
substitutionen unter Multiplikation mit geeigneten dritten Einheitswurzeln. 

8d. Wir wollen nunmehr aus irgend drei der k: 

eine in deren Koeffizienten trilineare Kovariante und eine desgl. Invariante 
bilden. — Als erstere wählen wir die Funktionaldeterminante \k'k"k'"\^ die 
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l>ei Vertauschang zweier k ihr Vorzeichen wechselt Als Invariante nehmen 
^w^ir eine symmetrische Verbindang der Koeffizienten der drei k^ nämlich 
denjenigen Ausdruck, der bei der Entwicklung der Koeffizientendeterminante 
cJer Form i'Ä:'+ i"A:"+ A"T" mit A'i'T" multipliziert erscheint. Ich will 
cLenselben hier vorübergehend mit (k'k^'k"') bezeichnen; es ist dies im vor- 
liegenden Falle eine einfache numerische Größe. 

8e. Wir bilden jetzt, für alle möglichen Tripel k\k'\k*'\ den 
<juotienten 



Ifan zeigt, daß die 20 so erhaltenen Terme sich bei den 1080 Substitutionen 
der Valentinergruppe genau so unter ev. Vorzeichenanderung vertauschen, wie 
die 20 Differenzenprodukte 

(z"'-z'")(z'"^z')(z'^z") 

bei den korrespondierenden geraden Vertauschungen der z. 

8 f. Daher haben wir in der über alle Tripel erstreckten Summe 

(19.) 2(z"~ n (z'"- z') (.'- .'") . ||;*;^wj 

ein einfaches Beispiel einer solchen Form 

wie wir sie in Nr. 7 suchten. 

8g. Allgemeinere Beispiele (die wir im folgenden indes nicht brauchen) 
erhält man, wenn man in (19.) statt des Differenzenprodukts der j', z", ^'" 
irgend eine Determinante 



4> it^ mf 



4/ lU ^> 



1^ '■j 



einsetzt. 

. 8h. Ordnen wir jetzt die Summe (19.) nach den sukzessiven Gliedern 
^, ^J^2,«.-, indem wir wie in Formel (17.) schreiben: 

(20.) ^= 9>iii-^'rJ + 3^x12-^^2 + •••, 

80 haben wir in den y^m, <Pn2) ••• genau solche rationale Funktionen der 
^,,...^0? wie wir sie in Nr. 6 suchten. 

Journal für Mathematik Bd. 129. lieft 2. 22 
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9. Es wird nun darauf ankommen, der Kurve dritter Ordnung 
(21.) ^^- = 

(deren Koeffizienten rational von den z abhängen) einen Punkt Xx\X2ix^ unter 
Heranziehung möglichst niedriger akzessorischer Irrationalitäten in kovarianter 
Weise zuzuordnen. 

10. Die Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung bietet hierzu 
verschiedene Möglichkeiten. Ich will hier der Kürze halber, wie ich es in 
meiner römischen Note tat, einen Wendepunkt der Kurve dritter Ordnung 
wählen. 

11. In der Tat verlangt die Bestimmung eines solchen Wendepunktes 
nach der bekannten Theorie von Hesse nur solche Irrationalitäten, welche 
man bei der Auflösung der Gleichungen sechsten Grades als niedere Irra- 
tionalitäten ansehen kann: Quadratwurzeln und Kubikwurzeln. (Die Einzel- 
heiten sollen hier unerörtert bleiben.) 

12. Andererseits ist der Wendepunkt mit der Kurve dritter Ordnung 
gewiß in kovarianter Weise verknüpft: wenn man auf die Kurve und den 
auf ihr gewählten Wendepunkt irgend eine KoUineation ausübt, so wird 
man auf der entstehenden neuen Kurve unter den neun überhaupt auf ihr 
vorhandenen Wendepunkten jedesmal einen bestimmten erhalten. Es gilt 
dies insbesondere von den 360 KoUineationen der Valentinergruppe. 

13. Wir denken uns jetzt in die Koordinaten Xy\X2:x:^ des von uns 
gewählten Wendepunktes statt der Koeffizienten ^m, </^ii2, ... der Kurve dritter 
Ordnung ihre aus (20.) resultierenden Werte in den ^, , . . . ^^ eingetragen. 

14. Wenn wir in diesen Ausdrücken der x^ : x^ : x^ die -i , . . . -e be- 
liebig in gerader Weise vertauschen, erleiden sie die eindeutig bestimmten 
KoUineationen der Valentinergruppe. 

Wir schließen daraus, daß die rationalen Funktionen der z^^...z^^ 
welche nach Anbringung aller Reduktionen in den Ausdrücken der x^ : X2 : x^ 
unterhalb der auftretenden Quadratwurzeln und Kubikwurzeln verbleiben, 
bei den geraden Vertauschungen der z ungeändert bleiben. Sie können also 
als rationale Funktionen der Koeffizienten der vorgelegten Gleichung sechsten 
Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante dargestellt werden. 

15. Daher werden wir die bei der Ausrechnung des Wendepunktes 
erforderlichen Irrationalitäten mit Fug und Recht als akzessorische Irratio- 
nalitäten niederen Charakters bezeichnen dürfen. 
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16. Wir haben also mit der Berechnung der Koordinaten x^:x2\Xi 
eines Wendepunktes unserer L\ in der Tat der Aufgabe entsprochen, auf die 
es hier ankam : aiui den frei veränderlichen z unter Adjunktion akzessorischer 
Irrationalitäten elementaren Charakters Größen x^\X2\x^ zu bilden, welche bei 
den geraden Vertauschungen der z die 360 Kollineationen der Valeiitiner- 
gruppe erleiden. 

Dies ist die Ausführung des speziellen Inhaltes meiner römischen 
Note, welche ich hier zu geben dachte.*) 

Man wird vielleicht noch eine genauere Auseinandersetzung der in 
Nr. 14 benutzten Schlußweise wünschen. Am einfachsten wäre es, an der 
Kurve (21.) die bekannten Gleichungen, die zur Bestimmung eines Wende- 
punktes einer Kurve dritter Ordnung führen, alle durchzurechnen und die 
Richtigkeit der Behauptung damit tatsächlich zu bestätigen. Im übrigen 
kann man, wie mir Herr Gordan bemerkt, die ganze Schwierigkeit der 
Schlußfolgerung folgendermaßen umgehen. Man stelle einfach die Gleichung 
nennten Grades auf, der die neun Werte genügen, welche eine absolute In- 
variante der Valentinergruppe (z. B. das sogleich zu nennende v) in den 
neun Wendepunkten annimmt! Diese Gleichung muß für alle 360 Kurven 
dritter Ordnung (welche durch die Substitutionen der Valentinergruppe und 
also durch gerade Vertauschung der z aus einander hervorgehen) dieselbe 
sein. Ihre Koeffizienten sind also nach Wegwerfung gleichgültiger Faktoren 
selbst solche rationale Funktionen der j, welche sich bei den geraden Ver- 
tauschungen der z nicht ändern. Dabei kann der Affekt dieser Gleichung 
neunten Grades kein anderer sein, als der der ursprünglichen Wendepunkts- 
gleichung. Sie wird also ebenfalls durch Quadratwurzeln und Kubikwurzeln 
gelöst, unter denen dann aber selbstverständlicherweise nur solche rationale 
Funktionen der z stehen, die sich bei den geraden Vertauschungen der z 
nicht ändern. Adjungieren wir jetzt einen der so resultierenden neun Werte 
unserer absoluten Invariante (also etwa des v\ so wird sich aus ihm und 
der Gleichung (21.) der Kurve dritter Ordnung, bezw. der Gleichung ihrer 
Hesse^(i\iQx\ Kurve, der zugehörige einzelne Wendepunkt x^\X2\x^ rational 



*) Der Schlußsatz der Note ist beim Abdruck in den Rendicooti der Äccademia 
dei Lincei durch eine merkwürdige Umstellung unverständlich geworden. Es soll heißen: 
„E cosi, col sussidio di irrazionalita accessorie, che si suole riguardare come elementare, 
si parviene alla meta." Statt dessen ist gedruckt: ,,E cosi, col sussidio di irrazionalitil 
accessorie, si parviene alla meta, che si suole riguardare come elementare.^ 

22* 
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berechnen. Und damit ist die Behauptung der Nr. 14, betreffend die bei 
der Berechnung des Wendepunktes erforderlichen Irrationalitäten, von selbst 
mit bewiesen. 

Die weitere Behandlung der Gleichungen sechsten Grades wird nun 
ohnehin in der Weise erfolgen müssen, dal} wir fUr den herausgegriffenen 
Wendepunkt unserer Kurve dritter Ordnung die absoluten Invarianten der 
Valentinergruppe berechnen. Nach den Angaben von Herrn Wiman hat 
die Valentinergruppe drei niedrigste Invarianten: 

(22.) J^, H, 

beziehungsweise von den Graden 6, 12 und 30 in A^n x^^x^^x^. Aus ihnen 
setzen sich die beiden fundamentalen absoluten Invarianten zusammen, die 
ich im Anschlüsse an die sogleich zu nennende Arbeit von Herrn Lachtin 
hier mit v und w bezeichne: 

(23.) ^ = y^i ^ = ;p-.- 

Tragen wir hier für a;i:j*2'.»^3 die Koordinaten unseres Wendepunktes ein, 
so werden die v, w rationale Funktionen der Koeffizienten der Gleichung 
sechsten Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante bezw. der 
zwischendurch eingeführten akzessorischen Irrationalitäten. Die Berechnung 
der x^\X'i:X:^ aus den somit bekannten v^ w ist das Kormalproblem ^ auf 
tvelches wir die Auflösung der Gleichungen sechsten Grades reduzieren. Es 
ist, sowie es nun vor uns steht, ein Problem mit zwei willkürlichen Para- 
metern, dadurch ausgezeichnet, daß sich alle seine 360 Lösungssysteme 
XiiX2\Xi aus einem beliebigen derselben durch die 360 von vornherein 
bekannten Kollineationen der Valentinergruppe ergeben. Irgend eine Methode, 
die Parameterzahl mit Hilfe fernerer niederer Irrationalitäten auf Eins herab- 
zudrücken, ist nicht zur Hand. Versucht man beispielsweise dem Wende- 
punkte x^\X2\x^^ den wir auswählten, einen Punkt x[:x2\x'^ der Kurve 
sechster Ordnung F=0 in ko varianter Weise zuzuordnen und damit statt des 
Normalproblems (23.) das folgende zu setzen: 



(24) F = 0, /' = 



11 



th ? 



so stößt man bei dem gewöhnlichen Ansätze (Schnitt der Kurve F=0 mit 
einer vom Punkte x^xx^'.x^ kovariant abhängenden geraden Linie) auf eine 
Hilfsgleichung, die selbst wieder vom sechsten Grade ist! 



Kleiriy über die Auflösung der Gleichungen fünften und sechsten Grades, 173 

Der Vollständigkeit wegen verlangen wir endlich noch Umkehr- 
formeln anfzustellen, d.h. die Wurzeln z^^...z^^ der vorgelegten Gleichung 
sechsten Grades durch das einzelne Lösungssystem x^ix^iX:^ von (23.) und 
die als bekannt vorausgesetzten Gröiien rational zu berechnen. Hieinnit ist 
der algebraische Teil der von xais hier zu skizzierenden Auflösung der 
Gleichungen sechsten Grades vollständig umschrieben. 

Der transzendente Teil aber wird verlangen, aus deyi Gleichungen 
(23.) die x^ix^'.x^ irgendwie durch unendliche Prozesse wirklich zu berechnen^ 
Einen ersten Ansatz hierzu macht Herr Lachtin in einer umfangreichen 
Arbeit, welche zuerst russisch (1901) im 22. Bande der Moskauer Mathe- 
matischen Sammlung und dann 1902 in deutscher Bearbeitung in Bd. 56 
der Mathematischen Annalen erschienen ist.*) 

Schreiben wir: 

_ 91^* %it* , iJ%/m 

so erweisen sich die y als Lösungssystem von drei simultanen partiellen 
Differentialgleichungen, welche die drei zweiten Differentialquotienten 

durch die beiden ersten (v- und 7^-) und das y selbst linear ausdrücken. 

Herr Lachtin hat 1. c. gezeigt, daß die Koeffizienten dieser Differential- 
gleichungen rationale ganze Funktionen der absoluten Invarianten v^ w sind, 
die gewisse angebbare Grade nicht übersteigen. Dagegen hat er die nume- 
rischen Koeffizienten dieser Polynome nicht ausgerechnet. Die hier ver- 
bleibende Lücke wird nun gerade durch die Arbeit des Herrn Gordan^ auf 
die ich im Eingang dieses Briefes verweise, ausgefüllt. In der Tat ist es 
Herrn Gordan dort gelungen^ die *in Rede stehenden j)artiellen Differential- 
gleichungen explizite aufzustellen. Es ist damit ermöglicht, die ?/i, y2^yz 
nach Potenzen von v und w oder auch von beliebigen linearen Funktionen 
von V resp. tc in Reihen zu entwickeln, und es kann dann nicht mehr 
schwer sein, die Bereiche zu bestimmen, in denen die verschiedenartigen 



*) Di-e IHfferentialresolvente einer algeh'aischen Gleichung sechsten Grades allge- 
meiner Ah. (Mathem. Ann. Bd. 56, S. 445 — 481.) 
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SO entstehenden Reihen konvergieren, — also das tt^arnzendente Problem in 
direkter Weise zu lösen. 

Der Vollständigkeit wegen mnfi hinzugefügt werden, dafi das spezielle, 
dnrch die Gleichungen (24.) vorgestellte Normalproblem bereits eingehender 
fanktionentheoretisch diskutiert ist. Herr Fricke hat 1896 auf der Frank- 
furter Natnrforscherversammlnng die der Valentinergruppe entsprechende 
Zerlegung der zur Kurve i^=0 gehörenden RiemarwÄ^YiQn Fläche (vom 
Geschlecht 10) in Fundamentalbereiche behandelt und eine nahe Beziehung 
derselben zur Zerlegung der Halbebene in Kreisbogendreiecke von den 
Winkeln 

71 n n 

2' 4' 5 

bemerkt.*) Herr Lachtin hat dann 1898 im 51. Bande der mathematischen 
Annalen**) diese Angaben bestätigt und die lineare Differentialgleichang^ 
dritter Ordnung aufgestellt, welcher — im Falle der Gleichungen (24.) — 
die mit einem geeigneten Faktor multiplizierten Größen x, in bezug auf 
den Parameter t genügen. 

Ich bin am Ende meiner Darlegungen. Die Analogie der vorg^e- 
schlagenen Auflösung der Gleichungen sechsten Grades mit der Auflösung 
der Gleichungen fünften Grades durch die Ikosaedergleichung tritt, hoffe 
ich, überzeugend hervor. Eine feinere Durchführung der Einzelheiten, wie 
sie für die Gleichungen fünften Grades seinerzeit von Herrn Gordan und 
mir gegeben wurde und in geometrischer Form in meinen ^Vorlesungen 
über das Ikosaeder^ zur Darstellung gelangte, muß vorbehalten werden. 



*) Vergl. Jahresbericht der Deutschen MathematikervereinigUDg, Bd. V: Ober 
eine einfache Gruppe von 360 Operationen. 

•*) Die Differentialresolvente einer algebraischen Gleichung sechsten Grades mit 
einer Gruppe 360. Ordnung. (Math. Ann. Bd. 51, S. 463—472.) 
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Zur Theorie der linearen Gleichungen 

Von Herrn G. Frobenitis in Berlin. 



Die Bedingangen für die Auflösbarkeit eines Systems nichthomogener 
linearer Gleichungen sind in allgemeiner Form zuerst von Fontene (Th^orfeme 
ponr la discnssion d'un Systeme de n ^quations du premier degr^ ä n in- 
connues. Nouv. Ann. (2) t. 14, 1875) und von Roiidie (Sur la discussion 
des ^quations du premier degr^. Comptes Rendus, tome 81, 1875), bald 
darauf von mir (Über das Pfafßche Problem, dieses Journal Bd. 82 am 
Ende des § 3 ; 1876) ausgesprochen worden. Sie lassen sich bequemer for- 
mulieren mit Hilfe des Begriffes Bang einer Matrix oder einer Determinante, 
dessen Bedeutung fUr die Theorie der linearen Gleichungen ich ebenda 
zuerst klargelegt habe. Auch den Namen Rang habe ich in der Arbeit 
„Über homogene totale Differentialgleichungen '', dieses Journal Bd. 86, § 1, 
zuerst eingeführt, während ich mich bis dahin mit etwas weitläufigen Um- 
schreibungen beholfen hatte. Wie sich mittels dieses Begriffes die obigen 
Bedingungen ausdrucken, habe ich in meiner Arbeit „Theorie der linearen 
Formen mit ganzen Koeffizienten", dieses Journal Bd. 86 (§ 10, Satz III) 
ausgesprochen. 

Sind 

(1.) W« = «al ^1 + «a2 a;2 + •- + ^an ^'n (a = l, 2, 3, ...) 

beliebig viele homogene lineare Funktionen der n Variabein ^i , o:, ,... o:. , so 
ist die Anzahl der linear unabhängigen unter ihnen gleich dem Range r 
ihres Koeffizientensystems 

(2.) a^ß, (o = l,2,...n; y»=l,2,3,...) 

Der Einfachheit halber setze ich die r ersten Funktionen als unabhängig 
voraus. Demnach sind die linearen Gleichungen Wr+i = 0, w^+2 = 0,... eine 
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Folge der r anabhängigen Gleichungen 

(3.) ö«lÄ'l + «a2^1l+ ••• +ö«n^« = 0. (a=1.2....r) 

Es sei 

^1 = 6^M ^2=6^2, .-. ^n=^an (a = l,2,3,...) 

ein vollständiges System von Lösungen dieser Gleichungen. 
Dann hat das Koeffizientensystem 

(4.) b^ß (a = l,2,...«; /9=i,2,3,...) 

den Rang s^n-r. Infolge der Gleichungen 

(5.) a«! 6^1 + ö«2 i^W + — + O.an bßn = 

und der Beziehung r = n^s bilden auch die Größen 

ein vollständiges System von Lösungen der linearen Gleichungen 

(6.) Va = 6«i X^ + 6^2 ^'^2 + ••• + 6a» ^n = 0. (a = l, 2, 3,...) 

Daher habe ich die beiden Systeme linearer Funktionen 1^1,1^2,1/3,... und 
^19^29 ^39 ••• adjungierte Systeme genannt, ebenso die beiden Systeme linearer 
Gleichungen (3.) und (6.), und endlich auch die Systeme ihrer Koeffizienten 
(2.) und (4.). Auch von den Funktionen v^ will ich annehmen, daß die 
8 ersten von einander unabhängig sind. 
Die beiden adj angierten Matrizen 

(R.) a^ß (a = l,2,...ii; ;9 = l,2,...r) 

und 

(S.) h^ß (a = l,2,...«;^-l,2,...,) 

haben folgende Eigenschaft: Die Determinanten r-ten Grades der Matrix R 
verhalten sich wie die komplementären Determinanten ^-ten Grades der 
adjungierten Matrix S. (Jacobi, de formatione et proprietatibus Determinantium, 
§ 11 (12.), dieses Journal Bd. 22.) 

Diesen Satz habe ich in § 3 meiner Arbeit „Über das Pfafßche 
Problem^ hergeleitet, und ich habe bald nachher die im folgenden ent- 
wickelte zweite Eigenschaft der komplementären Teile von zwei adjungierten 
Matrizen gefunden, und in einer Vorlesung behandelt, wovon sich ebenda 
am Ende des § 3 die erste Spur findet. 
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Daß die Matrix R aas r Zeilen und m Spalten besteht, will ich^ 
wenn es die Deutlichkeit erfordert, durch das Zeichen Hr^n andeuten. Jede 
der beiden adjungierten Matrizen B^ „ und S, „, wo 

(7.) r + ,9 = n 

ist, teile ich in entsprechender Weise in zwei Teilmatrizen, indem ich in 
beiden etwa die ersten r' Spalten von den letzten .^' Spalten absondere. 
Demnach ist auch 

(8.) r'+s'=^n. 

Die beiden Teile von R bezeichne ich mit A und B, die von ^' mit (' und 
D. Das Schema 

möge diese Zerlegung zur Anschauung bringen. Man kann auch .1 und D 
(und ebenso B und C) als komplementäre Teilmatrizen bezeichnen. 

Wenn nun die Matrizen A und D die Rangzahlen (> und a haben, 
80 ist der zu beweisende Satz in der Gleichung 

(10.) p — a = r — 5'= ;•'— .9 

ausgesprochen. Vielleicht liegt in dem nur scheinbaren Mangel an Symmetrie, 
den diese Formel aufweist, der Grund, daß dieser merkwürdige Satz trotz 
seines überaus elementaren Charakters der Aufmerksamkeit der Forscher 
meines Wissens bisher entgangen ist. Man kann sich seinen Inhalt auch 
in folgender Art zurechtlegen: 

Ist etwa /'</•', so ist s>s\ Aveil r'\'S = r'-{-s'=n ist. Dann ist im 
allgemeinen der Rang der Matrix A^.i gleich r, der von l),^,i gleich .v'. 
In besonderen Fällen kann aber der Rang von A kleiner als r, etwa 
p = r — ^ sein. Dann ist auch der Rang von D gleich a = .s'— ^. Dasselbe 
gilt aber auch, wenn r>r* und 5<.9' ist. Ist der Rang von i4 um / kleiner, 
als er nach der Anzahl der Zeilen und Spalten von A höchstens sein kann, 
so ist auch der Rang der komplementären Matrix D um ebenso viel kleiner, 
als er höchstens sein kann. 

Um den Satz zu beweisen, betrachte ich die r linearen Gleichungen 

(11.) ^^«»•^'1+ ••• +«ar'^> = 0. (a=.|,2,...r) 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 2. 23 
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Die Matrix ihrer Koeffizienten ist .4, ihr Rang (>. Ist 

(12.) ^'1 = ^17 X^i^bri 

eine ihrer Lösungen, so ist 

eine Lösung der Gleichungen (3.). Ist umgekehrt (13.) eine Lösung der 
Gleichungen (3.), so ist (12.) eine solche für die Gleichungen (II.)* Sind 

K *rM 



"^ 



mehrere unabhängige Lösungen der Gleichungen (11.)) &<> ^ind aucly . 

0|, ••• Ofi • U , .•• u 

Oj^ , • • • ^ff « yj • . • • v/ 

ebenso viele unabhängige Lösungen der Gleichungen (11.)? und umgekehrt 
Nun sind unter den Gleichungen (11.) genau (> unabhängig, und da die 
Anzahl der Unbekannten / ist, so besitzen sie genau /—(> unabhängige 
Lösungen. Es gibt also genau r*— if unabhängige Verbindungen der Lösungen 

worin Ä^,^i = ... = i„ = ist. Ist 

(14.) h^=^2:h,,z^, ... b^ = :Sb,,z^ 

eine solche Verbindung, so genügen ^i , . . . ^, den n — r' Gleichungen 

(15.) -^6a,w+i-« = o, ... -r6^„j^ = o. 

Die Matrix ihrer Koeffizienten ist D (genauer die zu D konjugierte Matrix 
Z)'), ihr Rang ist a. Diese Gleichungen zwischen den s Unbekannten 
Ji,...;:, besitzen demnach s — a unabhängige Lösungen. 

Vermöge der Formeln (14.) entsprechen ihnen ebenso viele Lösungen 
der Gleichungen (11.) und auch diese s — a Lösungen sind unabhängig; 
Denn sonst könnte man eine lineare Verbindung Zi^...z, von s — a unab- 
hängigen Lösungen der Gleichungen (15.) so bestimmen, daß die ent- 
sprechenden Werte 6i, ...i« alle Null wären, nicht nur die 7i—r' letzten 
^r'+n«--^»- Die ^ Größen Ji,...j, würden also den /i Gleichungen 
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genügen. Da aber unter diesen Gleichungen s unabhängige sind, so muB 
Zi = "- = z, = sein. 

Demnach giebt es genau s — a unabhängige Verbindungen der Lösungen 
(4.), wofür bri^i = '" = b„=^0 ist. Da aber diese Anzahl oben gleich r'— p 
gefunden wurde, so ist r'— () = .9 — a. Der Satz bleibt unverändert gültig, 
wenn statt der Matrizen B und S die Matrizen (2.) und (4.) genommen 
werden. 

Das Kriterium für die Auflösbarkeit nichthomogener linearer Glei- 
chungen ist ein spezieller Fall des abgeleiteten Satzes. Sollen die nicht- 
homogenen Gleichungen 

(16 '^ «aO = «al •'^1 + ••• + (^an ^^n (a = l,2. 3....) 

eine Lösung besitzen, so müssen die homogenen Gleichungen j 

eine Lösung haben, worin .r^ von Null verschieden ist. Teilt man also die 
Matrix R ihrer Koeffizienten und die Matrix S ihrer Lösungen 

*a(), ^an ••• ^an («-1,2,3,...) 

in je zwei Teile, R = A\B und H = C\I), indem man die erste Spalte von 
den 71 letzten Spalten absondert, so haben die Gleichungen (16.) eine Lösung, 
wenn der Rang von C e = l ist, aber keine, wenn e = ist. Ist nun r' der 
Rang der Matrix B 

(17.) a^,„ a^i, ... a^„ («=1,2,3,...) 

und r der der Matrix B 

(18.) ^«n.«.««in 

SO ist nach dem entwickelten Satze r'— r=l — f. Die Gleichungen (16.) 
haben also eine Lösung, wenn /=r ist, aber keine, wenn r'=r+l ist. 



Anrnerhmg. 

Ich benutze diesen Anlaß, um eine Angabe der Edition frangaise de 
TEncyclop^die, Tome I, vol. I, Fase. I, pag. 90 richtig zu stellen. Die 
bekannte Definition der Determinante als Funktion von n^ unabhängigen 
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Variabein darch drei charakteristische Eigenschaften wird dort Kronecker 
zugesprochen. Denselben Sinn hat wohl in der deutschen Ausgabe der 
Enzyklopädie die Wendung: Kronecker legte in seinen Vorlesungen eine 
funktionentheoretische (Erklärung der Determinanten) zugrunde. 

Diese Definition rührt aber von Weiet^straß her, wie alle seine Schüler 
wissen. Er hat sie schon seit 1864 (oder vielleicht noch früher) im mathe- 
matischen Seminar und in seinen Vorlesungen benutzt. Noch 10 Jahre später 
verhielt sich Kronecker gegen diese funktionentheoretische Definition recht 
ablehnend. Die Erweiterung auf rechteckige Matrizen, die zum Beweise 
des allgemeinen Multiplikationstheorems und des Xop/ac^schen Zerlegungs- 
satzes dient, habe ich (soviel ich weiß, zum ersten Male) in einer Vor- 
lesung gegeben, die ich im Sommer 1874 in Berlin über Determinanten- 
theorie gehalten habe. 
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Ein Beweis des Satzes, 

daß jede Klasse von ganzzahligen primitiven 

binären quadratischen Formen des Hauptgeschlechts 

durch Duplikation entsteht. 

Von Herrn F. Meiiens in Wien. 



In der von Gauß geschaffenen Lehre von den Geschlechtern der 
ganzzahligen binären quadratischen Formen ist der Satz von grandlegender 
Bedeatang, daß jede primitive Form mit durchweg positiven Oharakterwerten 
einer Form äquivalent ist, welche durch Duplikation entsteht. Ganß beweist 
diesen Satz mit Hilfe der ternären quadratischen Formen. Es sind jedoch 
Beweise wünschenswert, welche nur Mittel aus dem Gebiete der binären 
Formen in Anspruch nehmen. Ein solcher Beweis soll in dem Folgenden 
gegeben werden. 

Eine binäre quadratische Form soll in der Gestalt 

angenommen und von der Art a genannt werden, wo a den Wert 1 oder 2 
hat, je nachdem der mittlere Koeffizient — gerade oder ungerade ist. 

Eine aus zwei oder mehr primitiven Formen /, 5^, ... derselben Deter- 
minante und Art durch Zusammensetzung hervorgehende Form soll mit 
fg ... bezeichnet werden. Eine Form // möge kurz ein Formenquadrat 
heifien. 

Es sei 
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eine primitive Form a-ter Art der Determinante D mit durchweg positiven 
Charakterwerten. Man bezeichne die Anzahlen der Charaktere und Prim- 
faktoren von D mit p,7i und nenne die Zahl p + ^ die Stufe der Deter- 
minante /). 

Setzt man alle Formen eines vollständigen Systems primitiver Formen 
rr-ter Art der Determinante D mit sich selbst zusammen, sucht aus den 
erhaltenen Formenquadraten alle unäquivalenten aus und bezeichnet ihren 
Inbegriff mit ö, den Inbegriff* der Formen, welche aus der Zusammen- 
setzung der Form (p mit den Formen von Q hervorgehen, mit Qif^ M gibt 
es Formen 

von der Beschaffenheit, daß die Inbegriffe 

ein vollständiges System der genannten Art bilden; a ist die Anzahl 2^"* 
der ambigen Klassen. 

Der zu beweisende Satz ist für alle Determinanten erster und zweiter 
Stufe selbstverständlich. Denn für solche Determinanten ist (>==1 und Q 
ein vollständiges Formensystem. Man darf daher bei dem Beweise des 
Satzes für Determinanten von der Stufe s annehmen, daß derselbe bereits 
für Determinanten geringerer Stufe feststeht. 

Ferner darf angenommen werden, daß der erste Koeffizient der Form 
/ positiv, zu 27) teilerfremd, qüadratfrei ist und weniger als q Primfaktoren 
besitzt. Denn man kann, wenn diese Bedingungen nicht erfüllt sind, eine 
Form (j mit den gewünschten Eigenschaften und ein Formenquadrat xx von 
der Art angeben, daß / mit gxx äquivalent' ist. Die Form g hat durchweg 
positive Charakterwerte und es genügt, den Beweis für g zu führen. 

Man kann zunächst eine mit / äquivalente Form /' ermitteln, deren 
erster Koeffizient positiv und zu 2T) teilerfremd ist. Zerlegt man denselben 
in ein Quadrat e\ und einen quadratfreien Faktor i\^ so ist /' aus einem 
Formenquadrat loco und einer Form /i zusammengesetzt, deren erster Koef- 
fizient Tj ist, und / ist mit f^iom äquivalent. 

Besitzt nun schon ^i weniger als p Primfaktoren, so kann g^fi ge- 
setzt werden. 

Besitzt dagegen 7*1 mehr als (> — 1 Primfaktoren und infolgedessen 
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mindestens 2 a verschiedene Teiler, so gibt es 2 a primitive Formen a-ter Art 
der Determinante 7), welche solche Teiler zu ersten Koeffizienten haben. 
Unter diesen Formen müssen daher wenigstens zwei vorkommen, etwa (/\ (j\ 
welche Formen (figiOi^t^PigiOz aus demselben Inbegriffe Qy^, äquivalent sind. 
Ist ?-2^2 der erste Koeffizient der Form f\(J(j\ e\ das in demselben enthaltene 
größte Quadrat, so besitzt r>2, weniger Primfaktoren als ^i und fx(j (f ist 
einer Form äquivalent, welche aus der Zusammensetzung eines Formen- 
quadrats 5fo5^o iii^d einer Form /i mit dem ersten Koeffizienten /*, hervorgeht. 
Sind (pT^T9T\ff7^ die entgegengesetzten Formen von (pi^gi^ffz und setzt man 

80 ist fiioco und daher auch /' mit fiOj^a)^ äquivalent. 

Besitzt nun schon r^, weniger als p Primfaktoren, so kann g^^fi 
gesetzt werden; wenn nicht, so ist das Verfahren fortzusetzen, bis man 
auf die gewünschte Form stößt. 

Ist m = 1, so ist f der Hauptform a-ter Art 

äquivalent und es bedarf keines Beweises. 

Ist m>l, so sei ^1 = 2 oder =1, je nachdem zugleich D gerade 
und m\^\ (modS) ist oder nicht. 

Die Kongruenz 

z^ ^ m (mod j)*') 

ist für jede in Do] genau aufgehende Primzahlpotenz ;;•' lösbar. 
Denn bei ungeradem p ist 

weil m durch f darstellbar ist. 

Die Primzahl 2 kommt nur bei geradem JJ in Betracht. Ist ^1 = 2, 
so ist 

m ^ 1 (mod 8). 
Ist aber a^ == 1, so ist entweder 

1)=±2 (mod 8) (K=i) 

oder 

24* 
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/)^4 (mod 8) (»'=2) 

«—1 

und m hat die Gestalt 4/^ + 1, weil D den Charakter (—1) ^ besitzt. In 
allen diesen Fällen ist die Kongruenz lösbar. 
Da hiernach die Kongruenz 

v'^^m (mod Da]) 

lösbar und jede ihrer Wurzeln zu a^ teilerfremd ist, so kann eine Form 



V-(A|-,C) 



der Determinante rn und Art o^ aufgestellt werden, welche D zum ersten 
Koeffizienten hat. 

Die Form yj ist primitiv. Daß sie keinen ungeraden Teiler hat, 
folgt daraus, daß 7n quadratfrei ist. Ihre Koeffizienten können aber auch 
nicht alle gerade sein. Dies könnte nur eintreten, wenn D gerade und 
aj = 1 ist. Auf Grund der Bedeutung von a^ ist dann m — 1 nicht durch 8 
und daher, weil m durch / dargestellt wird, auch D nicht durch 8 teilbar. 
Somit kann nur 

D = ±2 (mod 8) 
oder 

/> = 4 (mod 8) 

und demzufolge beziehungsweise 

m^l + 2 771= b (mod 8) 

sein. In beiden Fällen ist 

D + 7n = l (mod 8) 
D(C - 1) = i^ - 7n - /) = (mod 8) 

und daher C ungerade. 

Die Form ^f hat durchweg positive Charakterwerte. Denn die Deter- 
minante m hat entweder nur Charaktere von der Gestalt ( - ) oder auch noch 

\qy 

n— _1 

den Charakter (— 1) ^ , je nachdem 7n=:l oder ^3 (mod 4) ist. Für jeden 
ungeraden Primfaktor q von ?h kann D als dargestellte Zahl genommen 
werden, und die Gleichung D^b'^ — o'^mc ergibt 
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ergibt, wenn 






gesetzt wird, 



Ist daher « der größte gemeinschaftliche Teiler von §i,^i, so hat man eine 
eigentliche Darstellung der Zahl ^(-) durch E und es gibt eine mit B 

äquivalente Form, deren erster Koeffizient ^h(-) ist. Da r\ zu D teilerfremd 
ist, so ergibt die Zusammensetzung dieser Form mit / eine mit f äqui- 
valente Form (F,—, /), deren erster Koeffizient ein zu /) teilerfremdes 
Quadrat }^ ist. Diese Form entsteht durch Duplikation der Form 

oder 

je nachdem zugleich k gerade und a = l ist oder nicht. 
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Über eine Darstellung 
der Klassenzahl binärer quadratischer Formen 

durch unendliche Reihen. 



Von Herrn A. Ilurwitz in Zürich. 



§ 1. Homogene Form der Doppelintegrale. 
rjs seien n,t> rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene E und 



(1-) 



J 



/ßM 



du dv 



G 



ein über das Gebiet G dieser Ebene erstrecktes Doppelintegral. Das Gebiet 
G werde ganz im Endlichen liegend vorausgesetzt, die Funktion /(w, v) in 
dem Gebiete G, einschließlich seiner Begrenzung, als eindeutig und stetig. 
Man nehme nun z als Funktion von ic und v im Gebiete G willkürlich an 
bis auf die Bedingungen, daß z eindeutig, stetig, differentiierbar und beständig 
von Null verschieden sein soll. Werden dann weiter x und y als Funk- 
tionen von n und v durch die Gleichungen 



(2.) 



u = - 
z 



V 



? 



definiert, so läßt sich das Integral (1.) in folgender Weise umformen. 
Funktionaldeterminante 



Die 



(3.) 



cf (w, v) 



^o\z)'> dv\zy 



dx 
du' 



dy 



z 

dz_ 

du 



dx ßy dz 
9t> ' dv' dv 
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besitzt den Gleichungen (2.) zufolge den Wert 1. Daher ist 



. dx dy dz 

(1'.) J=fff{^:^i)'~. ä^i'ä«' ä^ 

dx dy dz 



dudv. 



de ^ 9ö ' dv \ 

Nun definiere man die Symbole dxdy,dydz,dzdx durch die Gleichungen 

(4.) dxdy=-j^^dudvj dydz= ,y'\ dudv. dzdx=^^^dudv. 
^ ^ ^ d{uyv) ' «^ d(u,v) ' d(UjV) 

Dann läßt sich die Gleichung (1'.) so schreiben: 

(5.) J= fff(Xj y, z) (x dy dz + ydz dx + zdx dy) , 

G 

wobei 

(6.) /Or,^,z) = l/(^-,f) 



eine Form —3. Grades von x^y^z bezeichnet. 

Die Gestalt (5.) des Integrales J enthält die bis auf die erwähnten 
Bedingungen willkürliche Funktion z von u und v. Sie kann als die homo- 
gene Gestalt des Doppelintegrales (1.) bezeichnet werden. 

§ 2. Projektive Doppelintegrale. 

Die Betrachtung des vorigen Paragraphen führt naturgemäß zu dem 
Begriff des projektiven Doppelintegrals, den ich in gegenwärtigem Para- 
graphen entwickeln will. 

Es seien x,y, z homogene Punktkoordinaten in einer Ebene. Jedem 
Tripel reeller Zahlen .r, y, z, die nicht alle drei Null sind, entspricht also 
ein bestimmter Punkt der Ebene, während umgekehrt einem beliebig ange- 
nommenen Punkte der Ebene unendlich viele zu einander proportionale Tripel 
(x,y, z) als Koordinaten entsprechen. Wenn nun 

(1.) l=ax + ßy + y 



yr 



eine Linearform, deren Koeffizienten cnji^y nicht alle drei Null sind, be- 
zeichnet, so kann man für jeden Punkt, der nicht auf der Geraden /=0 
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(6.) 



ll = a .r, + /? y,-\-Y 5„ 



aus denen darch Auflösung nach x„ y„ z, etwa 



(7.) 






folgt. Hier sollen (f^iff^x ^Is Abkürzungen für die rechten Seiten 3 
Gleichungen (7.) dienen. 

Es möge jetzt f(x^ y, z) eine Form —3. Grades sein, die auf der Fläc^Vi 
F eindeutig und stetig ist. Dann soll das Integral 



(8.) 



J= fff{^y 3/ j ^) {^ dydz + ydz dx + z dx dy) 



definiert werden durch die Gleichung 



(9.) 



'^=//fQ^t,yn^d 



G 



% 



dxi dyi dzi 

du ' du ' du 

dxi dt/i dzi 

9ü ' öt? ' dv 



du dv , 



wobei für Xi^yi^Zj die Ausdrucke (p^y^^x i'^sp. nach den Gleichungen C'^O 
zu substituieren sind. 

Die Ausrechnung der hier auftretenden Determinante ergibt 



«1^ + 02^ + ^, b^u-\- biV + b^ CiU-{-C2V + c 



a 



n 



ö 



2? 



62, 



c 




a, 6, c 


c, 


— 


«1, ^1, Ci 


C2 




Ct2 < ^2 1 ^2 



1 



80 daß die Definitionsgleichung (9.) einfacher so: 



(10.) 



J= jfff((p, ^h X) dudv 



G 



geschrieben werden kann. 

Der Wert des auf diese Weise definierten Integrals (8.) ist ein voU-^ 
ständig bestimmter, sobald die Linearformen (2.) fixiert sind. Es soll nuo 
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antersucht werden, in welcher Weise der Wert von J von der Wahl der 
Linearformen (2.) abhängt. 

Man setze an die Stelle der Linearformen (2.) die Formen 

(11.) r^a'x + ß'y + yz, r,=a[x + ß[y + r[z, r, = a,x + ß[y + y,z. 



Der diesen Formen entsprechende Wert von J — er heiße J* 
folgendermaßen : 



entsteht 



Der Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten 



(12.) 






i,'^«'.^+/*».y+yi2 



beschreibe das Gebiet G\ wenu der Punict x,y,z die Fläche F beschreibt. 
Bezeichnen x,,,yt,^z„ die bezüglich der Linearform l' normierten 
Koordinaten, so ist 

n' = a[x„ + ß[y„ + y[z^, 



(13.) 



und umgekehrt 



(14.) 



• v' = a!,Xt, + ß!yy„+y!tZ„, 
.1 = a' Xt, + ß' i/„ + y z^ 



I Xf = a[ u' + «2 w' + «' = y', 
. z,, = c'i u' + Ci v' + c' =x'' 



Der in Rede stehende Wert J' ist dann nach (10.) 

(15.) J' = j,//fQp\y^\x')du'd„\ 



(GO 



unter J' die Determinante 



(16.) j'= «;, /?;, r[ 

«2, P2J ^2 

der Linearformen (11.) verstanden. 

Nun läßt sich J' leicht auf das Gebiet G transformieren. 

Bezeichnet nämlich (u\ v') einen Punkt des Gebietes G\ so entspricht 
ihm ein bestimmter Punkt x^y^z der Fläche F und diesem ein bestimmter 
Punkt {u^v) des Gebietes G. Und zwar ist nach (12.): 

25* 
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Während Xi^y^^Zi mit it and v durch die Formeln (7.) also 

(18.) a<, = (p, 2//=^^, ^1=;:, 

verbunden sind. 

Durch diese Gleichungen (17.) und (18.) sind ii\ v' als Funktionen 
von UyV dargestellt. Vermöge derselben führt man das Integral J' über in 
ein Integral mit den Variabein u, v. Zunächst ergibt sich (vgl. (3.) in § 1) 

/1QN d(u\v')__ 1 J' _f ax + ßy + yz\' j;^ 

^^''•>' d(u,v) ^a'a:, + ß'y, + Y'Ziy"^ Wx + ß'^ + /zJ"j ' 

Das Vorzeichen dieser Funktionaldeterminante stimmt ersichtlich mit dem 
Vorzeichen Uberein, welches 

fUr den Punkt x,y, z der Fläche F besitzt. Dieses Vorzeichen ist für alle 
Punkte der Fläche F dasselbe, weil die beiden Linearformen 

ax + ßy + 'yz, a'x + ß'y + ^z 

innerhalb F stets von Null verschieden bleiben. Nach (14.) ist nun ferner 

f - a ,Vi ax-\- ßy'\'yz 

, aa + ftt/4-yz 

''^ ~ " ^ a'x+ß'yi-yz ' 

Bertlcksichtigt man, daß f(x, y, z) homogen vom Grade — 3 ist, so erkennt 
man, daß vermöge der Snbstitationen (17.), (18.) das Integral J' übergeht in 



'^ ^^'j ff^^^' ^' ^ ^^^^^ ^ * "^' 



O 



unter « das Vorzeichen des Ausdruckes (20.) in der Fläche F verstanden. 
Man gelangt demnach zu folgendem Ergebnis: 
Berechnet man den Wert des Integrah 

(8.) J= f f f{Xy 2/ , (^ dy d^ + ydzdx-\- z dx dy) 

^ in 
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einerseits unter Benutzung der drei Linearformen (3.) 

andererseits unter Benutzung dreier anderer Linearformen (11-) 

r r r 

SO sind die beiden berechneten Werte einander direkt oder entgegengesetzt gleich, 
je nachdem 

J l 

in der Fläche F beständig das positive oder beständig das negative Zeichen 
besitzt. Dabei bedeuten J und J^ die Determinanten der Formen Ijli^k bez. 

Der absolute Wert von J ist demnach nur abhängig von der Form 
/(ic, y, z) und der Fläche F. Da aber immerhin das Vorzeichen von J von 
der Wahl der Linearformen abhängt, so ist es für manche Betrachtungen 
wünschenswert, die Linearformen mit in die Bezeichnung von J aufzunehmen 
und etwa mit 

(2L) J= / f fQv, y, z) (.1* dg dz + y dz dx + z dx dy) 

denjenigen Wert des Integrals anzudeuten, welcher bei Benutzung der Linear- 
formen /, Zj, I2 entsteht. 

Die zur Berechnung des Integrals (21.) dienenden Formeln stelle 
ich hier nochmals zusammen: 

Durch die Gleichungen (vgl. (5.)) 

(22.) n = ^j, v = ^ 

wird die Fläche F auf die Fläche G der w-?>Ebene transformiert. 
Ersetzt man dann im Integranden von J 



j ^ 



X, y 

durch diejenigen linearen Funktionen von tt und v^ die sich durch Auflösung 
der Gleichungen 

{u = l, = a,x + ß,y + y,z, 

V=^l2 = CC2X + ß2y + }'2^^ 

lz=l =ccx + ßy +yz 



(23.) 
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ergeben, so entsteht das anf die u-j;-Ebene bezügliche Integral 

(9A \ r ff(v „ A fr '^^^' ^) 4- w ^^^' "^ 4.Z ^^'"' y^ 1 
^^^•^ JJ 1^' '^'''^ L-^ -JÖV») ^ ^ d(u, vj + ^ d{u, V) J 
a 

= -J^J^f(x,y,z)dudv, 
6 

welches nun den Wert des Integrals (21.) vorstellt. 

Die Theorie der projektiven Doppelintegrale läßt sich leicht noch 
weiter entwickeln, auch auf den Fall von mehrfachen Integralen erweitern. 
Doch unterlasse ich das hier, da es für den speziellen hier verfolgten Zweck 
nicht notwendig ist. Zur Abkürzung werde in der Folge 

(25.) xdydz + y dz dx + z dx dy = dyl 

gesetzt, so daß 

J= fJf{x,y,z)dA 
die allgemeine Gestalt des projektiven Integrals wird.*) 

§ 3. Berechnung einiger projektiven Dojypelintegrale. 
Es möge nun das spezielle Doppelintegral 

F 

berechnet werden, wobei 

(2.) l_ax+lSy + yz 

eine beliebige Linearform bezeichnet, die jedoch für keinen Punkt der 
Fläche F verschwindet. 
Die Linearformen 

(3.) li~cci^ + ßiy + ri^j l2-^cc2^ + ß2y + r2^ 

mögen so gewählt werden, daß 

«) ßi 7 



(4.) ^ = 



= 1 



*) Für ein algebraisches Gebilde von beliebig vielen Dimensionen hat Herr Hbfhxf 
die zugehörigen vielfachen Integrale in homogener Gestalt aufgestellt in seiner Abhandlung 
„Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig vielen 
Dimensionen", Mathematische Annalen, Bd. 2, S. 303. 
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ist. Setzt man nun 

(5.) ?^ = j, 1;=^% 

so geht die Fläche F in eine ihr kollineare Fläche G der y«-y-Ebene über 
und es kommt nach (24.) des vorigen Paragraphen 

(6.) J^ffdudv 

als derjenige Wert des Integrals J, welcher den Linearformen l^li^k ent- 
spricht. Dieser Wert ist also nichts anderes als der Flächeninhalt von G. 
Das Integral J stellt daher die projektive Verallgemeinerung des Flächen- 
inhalts vor und kann passend als „Flächeninhalt von F heztiglich der Linear- 
form l^ax + ßy + yz"-' bezeichnet werden. 

Sind speziell x^y^z homogene rechtwinklige Koordinaten (sodaß 

' , -- die rechtwinkligen Koordinaten des einzelnen Punktes der Fläche F 

sind) und nimmt man die Linearform /=2r, so wird der Wert von -/identisch 
mit dem Flächeninhalt von F^ wie man erkennt, wenn man in diesem Falle 
li'=iX^ 4 = 2/ wählt. 

Das Integral (L) möge nun insbesondere für den Fall ins Auge 
gefaßt werden, wo F die Fläche des Kegelschnitts 

ist. Die Linearformen (3.) wählt man dann am zweckmäßigsten so, daß 
identisch 

(8.) F{x,y,z)=^,if{^l\^ll + 7cP) 

wird, wo (>, ;r Konstante bezeichnen. 

Nach (5.) wird jetzt G die Fläche des Kreises 

und der Wert des Integrals J ist demnach 

(9.) J = X'7T. 

Es erübrigt, den Wert von x zu bestimmen. Zu dem Zwecke differentiiere 
man (8.) nach x, y, z. Dadurch ergibt sich 
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(10.) 



2 dx 

1 dF 

2 dz 



— (fC—nJi — ajlt + xal), 

^qC—'a^i- 'a ^1 + */'0 • 



Nimmt man die Determinanten der links und rechts anftretenden Linear- 
formen von x,y,z, so findet man 



«II, «12, «13 



(11.) 



D = 'a 



21, «•«, «21 I — ^C 



«31 , «32 , «33 



Ferner bat man für dasjenige Wertsystem x,y,z, welches die Gleichungen 

/, = 0, /, = 0, /=1 
befriedigt, 

1 dF 

2 97 = ^'^"' 

1 dF „ 

1 dF 

ax-\-ßii-\-YZ=\ 
and bieraas darcb Elimination von .r, y, z 

«11, «12, «11, (>f « 
«21, «22, «21, ü^d 

!«3i, «12, «33, 9xy 

j 

i «» ß^ A 1 



= 



oder 



(12.) 



/>-(>;f«/'(a,/9,;') = 0, 



wo 



(13.) 



^(s'.ß^r)-- 



«11, «12, «11, tt 
«21, «22, «23, ß 
«31, «32, «33, / 
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die adjungierte Form von F{x, y, z) bezeichnet. 
Aus (11.) und (12.) ergibt sich 



(14.) 



p' = *(«,/3,y), 



X= -T--. 



+ D 



Somit ist der Flächeninhalt des Kegelschnittes (7.) bezüglich der Linearform 
ax-\- ßy-i-yz gleich dem absoluten Werte von 



(15.) 



(»'*(«, /tf,y)) 



3 • 



Insbesondere ergibt sich flir den Kegelschnitt 
(16.) F{x,rj,z)^xz-rf^O, 

D = \, *(«,/?,y) = l(4«;^-/?0 



27t 



und also 

als Wert seines Flächeninhalts bezüglich der Linearform ax + ßy + yz. 
Es werde nun das Integral 



(18.) 



JJ {ct^ 



für die Fläche des Dreiecks mit den Eckpunkten 



(19.) 



^o(^\)7 ^U) ^o)j ^l(^l? 2/n ^l)> ^2\!^2^ 2/2? ^2) 



berechnet, also der Flächeninhalt des Dreiecks Po A t\ bezüglich der Linear- 
form oix-\- ßy-\' yz. Der Berechnung mögen die Linearformen 



(20.) / = «.r + ^y + y^. /i = 



•^07 2/(M ^« 



zugrunde gelegt werden. Die Gleichungen 



/,= 



x^ y, c 

*^2 7 y 2 7 ^2 






" = ^ 



lassen erkennen, daß das Gebiet G das Dreieck mit den Ecken 






r = 



«' = 



fi 



«^1 + Ä/i + y^:, 
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u — 



H 



ist, wobei zur Abkürzung 



(21.) 



aXi+ßy^ + 7Zt ' 



XI 







H= 



•^2» .^2? ^2 



gesetzt ist. Die Fläche von G ist 

1 i/' 

und nach (24.) des vorigen Paragraphen ist daher der Wert des Integrals (18.) 

1 //' 



unter J die Determinante der Linearformen (20.) verstanden. 
Für /i ergibt sich aber durch eine leichte Rechnung 

Der Flächeninhalt des Dreiecks PuPiP2 bezüglich der Linearform 
ftx + ßy-\-yz ist daher der absolute Betrag von 



(22.) 



1 

2 






^2 ) Jh » ^2 



V, • 



(«•^0 + ßy^ + y^o) («''i + ßyy + y^,) («•'•, + ßy-, + y^:,) ' 



§ 4. Dorstellung der Klassenzahl durch eine unendliche Summe. 

Sind 7% s zwei ganze Zahlen mit dem größten gemeinsamen Teiler 1, 
so möge denselben der Punkt 



des Kegelschnittes 
(2.) 



.r = 1 



.2 



?y = r,9, 



.7:j — // = 



^ = 5^ 



zugeordnet werden. Zwei verschiedenen Zahlenpaaren (r,^) und 0'',^') ist 
offenbar dann und nur dann derselbe Punkt zugeordnet, wenn 



?• = — ;• 



s = —s 



ist. Zur Abkürzung werde der Punkt (1.) als der „Punkt (r,^)" bezeichnet. 
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Die Verbindungssehne zweier Punkte 

(r,s), (i\,s,) 
heiße „Elementarsehne^, wenn 

ist.*) Ein dem Kegelschnitt (2.) eingeschriebenes Dreieck heiße „ Elementar- 
dreieck ^, wenn seine Seiten Elementarsehnen sind. 

Die sämtlichen Elementardreiecke entstehen auf folgende Weise: Man 
ordne jeder Lösung der Gleichung 



(3.) 
die Punkte 

(4.) 



rsi — sr^^ 1 



(r,s), ir,,s,), O' + r^^s + s,) 



zu, dann bilden die letzteren die Ecken eines Elementardreiecks. Jedes 
Elementardreieck wird auf diese Weise sechsmal erhalten. Nämlich zwei 
Lösungen 

(r,s,r,,s,) und (r\s',r[,s[) 

der Gleichung (3.) entspricht dasselbe Elementardreieck stets und nur dann, 
wenn einer der folgenden sechs Fälle stattfindet: 



r' = r\ 



s = 



r 

^1 



s 
r 



r'=- 



I» \ 



= S^ 



S==—S 



r, = — r, 



5i = — 5, 



r = 7\ 



s=s, 



7\ = 



5i = 



~ (r + 7\) 



r = — r, 1 



5'= 



— 5t 



r = 



5 






r + r, 



r, = 



5i = 



— s 



r'= 



s = 






— r 

r 
s 






Die Lösungen der Gleichung (3.) gruppieren sich also zu je sechs solchen 

(±(r + ?*i), ±(5 + 5i), +r, +5), 

denen dasselbe P^lementardreieck (4.) entspricht. 

Der Flächeninhalt des Elementardreiecks (4.) bezüglich der Linearform 



(5.) 



l=ax-\-ßy-\-Y^' 



*) Vgl. A. Ilurwitz, Über die Reduktion der binären quadratischen Formen. 
Mathematische Annalen, Bd. 45. 
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welche beliebig gewählt werde, bis aof die Bedingung, daß 

(6.) 4ay-/?'>0, a>0, y>0 

sein soll, ist nach (22.) des yorigen Paragraphen 

(r +/•,)', (r +/•,)(*• + *,),(.* + *•.)' 

1 

V — 



oder wegen (3.) 



Die Elementardreiecke füllen nun in ihrer Gesamtheit den Kegelschnitt (2.) 
einfach und lückenlos aus.*) 

Summiert man daher die den sämtlichen Lösungen der Gleichung (B.) 
entsprechenden Ausdrücke (7.), so erhält man das Sechsfache des Flächen- 
inhalts des Kegelschnittes (2.) bezüglich der Linearform (5.). Nach (17.) 
des yorigen Paragraphen gilt also die Gleichung 

1 



(8.) 



__ 247r 

wobei die Summe über die sämtlichen Lösungen der Gleichung. (3.) zu 
erstrecken ist. 

Die vorstehende Gleichung läßt sich nun noch in anderer Weise 
auffassen. Bezeichnet 

(9.) ini'-\'lhxiv\cv'' 

eine positive binäre quadratische Form, so wird 

a (/• u + r, ?;)' + 2 i (r u + i\ v) (s u + .s\ v) + c(s n + s^ vy 
r= {a ;•' + 2 hrs + es') it" + 2{ari\ + h{rs, + si\) + css,)uv + {ar] + 2br^s^ + cs^v" 

= a'u'-\-2}juv + cv\ 
wo a', h\ (' zur Abkürzung stehen. 



♦) a. a. 0. S. 88. 
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Setzt man daher in (8.) 

a=«, ßz=z2b, y = c 
und 

(10.) D = ac--b\ 

so kommt 

^ "'^ ^ a' cV+ '277+7) - ^yj) • 

Die Summation ist über alle Formen (a\ b\ c) zu erstrecken, die 
aus der Form (9.) durch alle möglichen linearen Substitutionen der Deter- 
minante 1 hervorgehen. Diese Formen bilden eine Klasse von positiven 
quadratischen Formen der Determinante /) und zwar tritt jede Form der 
Klasse genau 2Ä:-mal auf, wenn 2 k angibt, wie viele Transformationen in 
sich die Form (9.), oder auch irgendeine andere in der Klasse enthaltene 
Form, besitzt*). 

Die Gleichung (11.) enthält also folgenden Satz: 

Durchläuft {a, b, c) die sämtlichen Formen einer Klasse positiver 
quadratischer Formen der Determinante D^ so ist 

(12.) _3!L..U V - 1 



2/>]/Z) ^" aXc «^(« + 26 + c)' 

Dabei ist 

A: = 2, ivenn in der Klasse eine Form der Gestalt (a,0,a), 
A:==r3, lüenn i)i der Klasse eine Form der Gestalt u/, a, aj 

vorkommt, und 

^ = 1 in allen ilbngen Fällen, 

Man denke sich nun die ganzzahligen positiven quadratischen Formen 

au^ -\ 2bux'>-\-cv^ 
der Determinante 

ac-b'^D 

in Klassen verteilt, für jede Klasse die Gleichung (12.) aufgestellt und 
schließlich alle entstandenen Gleichungen addiert. 
Auf diese Weise ergibt sich der Satz: 



*) Wegen der Bestimmung von 2k vgl. Dirichlet-Dedekind^ Vorlesungen über 
Zahlentheorie (Braunschweig 1894) § 62. 
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Bezeichnet h die Anzahl der Klassen ^ in welche die ganzzahligen po- 
sitiven bimren quadratischen Formen (a, b, c) der Dete?nninante D ze?* fallen, 
so ist 

^^^'^ 2DY3 ' '' ^ a£ äc(a + 2b + c) ^ 

die Summe über die sämtlichen Foinnen (a^ b, c) genommen. 

Hierbei ist unter „Anzahl h der Klassen^ die über die verschiedenen 
Klassen ausgedehnte Summe 

k 

ZU verstehen. D. h. es sind die Klassen in der Weise zu zählen, daß im 
allgemeinen jede Klasse einmal, indessen jede Klasse, welche eine Form 
der Gestalt (a,0, a) enthält, nur V,mal und jede Klasse, welche eine Form 
der Gestalt (2a, a, 2a) enthält, nur ^Um^X gerechnet wird. Schreibt man n 
an die Stelle von 6, sowie r und *- an die Stelle von a und c, so werden 
für einen bestimmten Wert von n die Zahlen r und s alle positiven ganz- 
zahligen Werte annehmen müssen, die der Gleichung 

7'^ — n^ -}- ]) 

genügen. Wenn man daher je zwei Glieder der Summe (13.), die entgegen- 
gesetzten Werten von n entsprechen, zusammenfaßt, so nimmt die Glei- 
chung (13.) die Gestalt an: 

§ 5. Weitere Reihendarstellnngen der Klassen zahl. 

Die vorstehende Darstellung der Klassenzahl hat den Nachteil, daß 
die darin auftretende Reihe sehr langsam konvergiert. Reihen von besserer 
Konvergenz erhält man, indem man den befolgten Gedankengang verall- 
gemeinert, was nunmehr geschehen soll. Es sei wie oben 

(1.) F(x, !/, z) _ -a,i.r'+ ^^22// + ^'i3 -' + 2ay,xy + 2a22yz + 2^31 zx = 
die Gleichung eines Kegelschnittes. Die Determinante 

«11, «12, «13 



(2.) '«„, «22, ^^3 

^^31 J ^32, ^% 
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werde positiv vorausgesetzt, was zulässig ist, da man widrigenfalls — F (x, y, z) 
an die Stelle von F(x,y,z) setzen könnte. Im Innern des Kegelschnittes 
ist dann F(x,y, z)'^0. 
Die Linearform 

(3.) l=ax + ßy + yz 

werde so gewählt, daß die Gerade /=0 keinen Punkt mit dem Kegelschnitt 
gemein hat. 

Man betrachte nun das Integral 

wo // eine zunächst beliebig gedachte reelle Größe bezeichnet und die Inte- 
grationsfläche F dem Innern des in Rede stehenden Kegelschnittes angehört.*) 
Bei der Berechnung des Integrales mögen dieselben Linearformen 
U fij k verwendet werden, die im § 3 bei der Berechnung des Flächeninhalts 
des Kegelschnittes bezüglich der Linearform / gebraucht wurden. Vermöge 
der KoUineation 

(5.) u = \, vJj 

geht die Fläche F über in ein Gebiet G, welches der Kreisfläche 

angehört. Der Gleichung (8.) in § 3 zufolge kommt nun 

(6.) '/^ = e" // (^ - ^^' - ^^y (f^f d^' . 

G 

Dabei ist nach (14.) in § 3 

(7.) p = l/*(«,/:f,y), ;f = — =£=, 

und die Quadratwurzeln sind positiv zu nehmen, da wegen /)>>0, x^O 
nach (IL) in § 3 auch (>>0 ist. 

Fällt nun die Integrationsfläche F mit der Fläche des Kegelschnittes 
(L) zusammen, so ist das Integral (6.) über die Fläche des Kreises ?/+ r^=;f 



3 

*) Für jCi = — ^ stellt das Integral J,,, beiläufig bemerkt, den Cayleyschen 
Flächeninhalt von F, bezogen auf F(xyy^z = 0) als Fundamentalkegelschnitt, vor. 
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ZU erstrecken. Durch Übergang zu Polarkoordinaten findet man nunmehr 
leicht: 

Der Werl des Integrales J^ für die Fläche des Kegelschnittes (1.) ist 



(8.) 



71 {) 



u 



= 71 i^—r-TT 



0*+U (itt + 1) Of'(a,ß,y)YO'(a\ß\y)' 



Hierbei muß jedoch /^> — 1 vorausgesetzt werden, widrigenfalls das be- 
trachtete Integral nicht endlich sein würde. 

Im Falle /t = geht (7.), wie es sein muß, in (15.) § 3 über. 

Es werde nun weiter der Wert des Integrals J,, ins Auge gefaßt für 
den Fall, wo die Integrationsfläche F die Fläche des Dreiecks mit den 
Eckpunkten 



(9.) 



I^i)\^\ii i/üi^oh ^1 0^1 1 Vn ^iJy • ^ 2(^2? yi) ^2) 



St. Hier gelangt man zu einem verhältnismäßig einfachen Ergebnis, wenn 
wie jetzt vorausgesetzt werden soll, fi eine nichtnegative ganze Zahl ist 

Das Gebiet (?, über welches jetzt das Integral (6.) zu erstrecken 
ist, ist das Dreieck mit den Ecken 



(10.) 



öoC^^ü, Vu), QiO^ij '^)5 Ö2O/2, ^^2), 



wobei Vi^Vi nach den Gleichungen (5.) aus den Koordinaten ^c^^yi^^i des 
Punktes Pf zu berechnen sind. 
Es sei nun 

eine ganze rationale Funktion von n und r, dann geht das über das Dreieck 
QqQiQi erstreckte Integral 

(11.) //= ffll{v,v)dudv 

durch die Substitution 



(12.) 



Über in 



n = ?/„ + ty (», - «„) + 4(?<j - ?<„) , 

y = "u + ^ (", — ?'..) + ^2 (ih — »'u) 



'"0, "u, 1 

(13.) //=±i«»,t.., 1 

I 
1/2, V2j 1 i«"^« 



'■• , ■• 



fK^otfo + h ffl + ^2 ^^2, ^.)«'ü + h ^1 + t2^h) dt^dt,^ 
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WO zur Abkürzung 

(14.) ^,= 1-^-/2 

gesetzt ist und das Integrationsgebiet für die neuen Variabein ^i, (2 durch 
das Dreieck mit den Ecken 

gebildet wird. Nun ist ferner das über dieses Dreieck erstreckte Integral 



fffl^ t'i 4" dt, dt2 = /'Vi' dti f \l - /i - ^2)'" 4 dt^ 



*2 




= /'^J (1 - ^1)^^''^' ^^1 f^f' (1 - 0'^ dd, 



I) II 



wie man durch die Substitution t^^iX—t^t erkennt. 
Es wird daher 

Entwickelt man den Integranden in (13.) nach Potenzen von Aj,^,^27 so 
kann man auf die einzelnen Glieder der Entwicklung die Formel (15.) an- 
wenden. Auf diese Weise erhält man zunächst den Satz: 
Der Wert des über das Dreieck mit den Ecken 

erstreckten Integrals 

1 1 E{iL^ xi)du dv 
entsteht, ivenn man 



(16.) ± 



^j, ^0, 1 

w,, V,, 1 

j?^2, V2^ 1 



IJ(t^) ^'«J + ^l ^'1 + ^2 ?<2, ^0 ^U + tl l\ + ^2 1^2) 



/i/7cA Potenzen von /'üi^j^2 entwickelt und in jedem einzelnen Gliede dieser 
Entwicklung das Potenzprodukt 

(17.) f^ t\ f! durch --J^^l^r^ 



einsetzt. 
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Das Vorzeichen in (16.) ist so zu wählen, daß ± */i, t\^ 1 positiv 

Wj, f2, 1 

ausfällt 

Hier kann man noch bemerken, daß der Funktion 

//(^O ^U + h ?'l + tt U2, t^ l\, + ^ l\ + ^ 1-2) 

beliebige durch 

teilbare Glieder hinzugesetzt werden dürfen. Denn macht man in 

die durch (17.) vorgeschriebenen Ersetzungen, so erhält man identisch NoU, 
wie man durch direkte Rechnung leicht bestätigt, wie aber auch daraus 
hervorgeht, daß das Integral 

für /„ = 1 — /, — ^2 verschwindet. 

Ftlr das Integral (6.) tritt an die Stelle von //(w, r) die ii-te Po- 
tenz von 

p (;f — u^ — i'^) 

und die Berechnung dieses Integrals erfordert daher die Entwicklang der 
/i-ten Potenz von 

an dessen Stelle aber auch die ,a-te Potenz von 

(17.) K= (j (x (/o +t, + f,y - (/o ffo + 1, u, + 1, u,y - (^, i^, + ^ r, + 1, v,y) 

gesetzt werden darf, weil dadurch nur Glieder hinzugenommen werden, die 
durch 1 — Aj — ^1 — ^2 teilbar sind, denn es ist 

Ä:=/i + (>;f(l-(/u+^ + O'0- 
Zur Umformung von K bestimme man x, y, z aus den Gleichungen 

(18.) /, - (t,x-\'ßyXj-\'yyZ = t^u^-\-t^u,-]rt2H2^ 
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Nach (8.) in § 3 wird dann 

(19.) K=F(x,y,z). 

Die Werte von x, y, z ergeben sich folgendermaßen. 
Zur Abkürzung sei 

(20.) /<"'> = aa:u + /?i/„ + yj,„ ?'> = aa:, + /^^. + /-„ P^ = ctx^ + ßy^ + yz^. 
Dann ist 

"o = ^ö,)- («I ^.. + Ä .'/. + Yx ^o) , "i = ^ («1 a:, + /^, y, + y, ^,) , 



(21.) 



1 



«2 = 7(2) («1«2 + ßx 3/2 + Y\ ^0 » 



/(2) 



1 



»'.. = ^ («2ar„ + /?,.»/„ + Yt -o) » i'i = ^ («2^1 + ßiVx + /2 ^i) , 



1 



"2 = im ("2^» + Ay« + ^2 ^2) • 



p) 



Daher sind die Auflösungen von (18.) diese: 



(22.) 



X=^ 






m 



10) 



/C2) 









/(') 



ZC2) 



Der Determinantenfaktor in (16.) drückt sich mit Hülfe von (21.) in der 
Form aus: 



(23.) 



•^-2) yzj ^2 



1 



/OO /(U /(2) 



Das Ergebnis der vorstehenden Betrachtnng läßt sich in folgenden Satz 
zusammenfassen: 

Das Integral J^ , erstreckt über die Fläche des Dreiecks mit den Ecken 

O^U) yu> ^o) J (^1 ? 2/l J ^1/5 C*^'^' 2/23 ^2) > 

^e/c/ t9ec/i aus zwei Faktoren zusammen. Der eine Faktor ist der ahsolxUe 
Wert des Ausdrucks (23.), wobei die Bedeutung von P\ P^^ P^ aus (20.) erhellt. 
Um den zweiten Faktor zu erhalten, mache man in der /t-ten Potenz von 



F{x,y,z) 



2T 
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die Substitution (22.\ entwickele sodann nach Potenzen von ^,„ ^j, t^ und einsetze 
schließlich in dieser Entwicklung das einzelne Potenzprodukt l!(it^ifi durch 

IHU ^ 

Vq. I^j. Cj» 



a+^,+^,+2)!- 



Im Falle ^ = kommt man auf den Wert (22,) in § 3 zurück, der 
dort auf anderem Wege gefunden wurde. 

Die erhaltenen Resultate mögen nun auf den Fall des Kegelschnittes 



(24.) 



F(x,y,z) = x:-f = 



spezialisiert werden, für welchen 

(25.) D = \, <p(a,li,y) = l(^c.r-ß') 

ist. 

Der Wert des Integrals J^ für die Fläche dieses Kegelschnittes wird 
nach (8.) 

(26.) ^lY- — - — ,._.^-. 

^ ^ 0*4-1) (iar—ßy'^^ccr—ß' 

Für das Integral J^ erstreckt über die Fläche eines Dreiecks bleibt der 
Faktor (23.) unverändert. Dagegen spezialisiert sich der Ausdruck, dessen 
^-te Potenz nach Potenzen von /ü7^,^2 zu entwickeln ist, wie folgt: 



(27.) 



t?. 



^? 



t^ . 



"~ 7(»o''' C"^»^<^ ~" y«') 4" /(i)2 V* 1 ^1 "~ 2/i) 4" -jyif. (^2^2 ~" Vv 



+ TTT^m G^•l -2 + ^2 -1 - 2 //i//,) + -/^^^^^^^ 






"^ 7('')/(i) v^" ^^ "^ '^1 "" "" ^^yo^i) • 



Ist das in Betracht kommende Dreieck dem Kegelschnitt (24.) einbeschrieben, 
so wird einfacher: 



(27'.) 



txti 



"" /< ' ) /t ^^ ^^^ ^'^ "^ ^'^ ^1 ~" 2 y 1 xfi) + -^^(„) (^^2 ^0 + ^'u ^2 — 2 i/2 2/ll) 



^.)<l 



"^ /oö^cü (^"'^i "^ ^1^" "^ 2^1, y,). 



Fällt das Dreieck mit dem Elementardreieck (4.) des § 4 zusammen, so 
besitzt der Faktor (23.) den in § 4 unter (7.) angegebenen Wert, wobei 
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jedoch der Faktor ;^ daselbst zu unterdrücken ist. Zugleich findet sich für 
ürau8(27'.) (iax,,^r\ij^ = rs,z^, = s^', •^•l = ^^ 2/i = n^ii ^i =5?; x, = (r + r,)\ 
!h = (r + r,)(s + s^), ^2 = (^- + ^i)') 

\^ • V ^^ — ^(1) ^(2) T 112) IH)) "»"/(U)/(l) • 

Der Wert des Integrals J^ erstreckt über die Fläche des Elementardreiecks 

(28.) (r , s) , (/•, , s,) , (r + r, , 6« + ^0 

läßt sich demnach in übersichtlicher Weise folgendermaßen darstellen. 

Wenn G(^„, ^1, t^) eine ganze rationale Funktion von ^0, ^1, ^2 bezeichnet, 
so verstehe man unter 

(29.) [0(fo,t,,t;)] 

denjenigen Wert, welcher entsteht, falls man jedes Potenzprodukt 

//.. //i ff$ 

durch 

l UU ^ 



(31.) 



(^o + ^. + ^.+2)! 

ersetzt. 

Der in Rede stehende Wert des Integrals J^ ist dann 

wobei 

f /(^'> = «7*^ + ßr.s + ys\ P^ = a7'] + lh\s\ + ys'l^ 

F^ = a(r + r,y + ß(r + r,)(s + s,) + r(s + s,)\ 

Da nun der Kegelschnitt (24.) durch die Elementardreiecke einfach 
und lückenlos ausgefüllt wird, so ist das über den Kegelschnitt erstreckte 
Integral J^ gleich der Summe der über die Elementardreiecke erstreckten 
Integrale ■/„. Berücksichtigt man noch, daß je sechs Lösungen der Gleichung 

(32.) rst-si\ = l 

ein und dasselbe Elementardreieck (28.) entspricht, so erhält man nun die 
Gleichung 

,.,„ , 12'r ^ ^ 1 rcj_oA. . j.'. + Ak_y 1 



210 HuricitZy über eine Darstellung der Klassemahl binarer quadratischer Formen, 

wobei die Samme Über alle Lösungen der Gleichung (32.) zu erstrecken 
ist Indem man hier genau so verfährt, wie es in § 4 bei der Gleichung (8.) 
geschah, entsteht der folgende Satz: 

Ihirchlduft (.4, j8, C) die sämtlichen Formen einer Klasse positiver 
quadratischer Formen der Determinante 



(34) ^" — ^ =.js-^r(-^4+''-^+^'-^y 1, 

^ ^ il-ri^4-na/)V+n//) abcWab ' bc * ca ^ J^ 



so ist 

wobei in der Summe 

(35.) ' ^^ = .4, b==A + 2B + C\ c = C 

zu setzen ist. 

Die Zahl k hat den in § 4 angegebenen Wert. 

Aus (34.) ergibt sich nun leicht der weitere Satz: 

Bezeichnet h die Anzahl der Klassen*) ganzzahliger positiver quadratischer 

Formen der Detei^nitißnte 7), so ist 

(36.) h = ^^^ . (4 Dy^' VT) :s^ \(-^^ + 4^ + ^^0" 1 , 

^ '^ 071 ^ ^ abc\-\ab bc ca ^ S^ 

wobei 

a = A, b^A + 2B + C, c^C 

ist und die Summation nunmehr über alle Systeme ganzer Zahlen A, B. C 
ausgedehnt werden muß^ die den Bedingungen 

(37.) .4>0, C>0, AC^E"^]) 

genügen. 

Jedem solchen Systeme /l, B^ (■ entspricht ein bestimmtes System 
positiver ganzer Zahlen a, b^Cj die der Bedingung 

(38.) 2(a6+6c+ca)-a'-6'-c' = 4/) 

genügen und umgekehrt. 

Daher kann die Summe (36.) auch in der Weise gebildet werden, 
daß man a, b^c alle die Gleichung (38.) befriedigenden Systeme von positiven 
ganzen Zahlen durchlaufen läßt. Aus der Symmetrie der Gleichung (38.) 
geht hervor, daß man in jeder auf die Systeme (cu b^c) bezüglichen Summe 



*) Die „Anzahl" der Klassen ist hier in demselben Sinne zu verstehen wie in § 4. 
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die Summationsbachstaben a, b, c beliebig mit einander vertauschen darf. 
Bezeichnen z.B. (>,a,r nicht-negative ganze Zahlen und setzt man 



(39-) le.^,^} = -^^vi-6^i^x+ii 



so wird sich der Wert dieser Summe bei einer beliebigen Vertauschung der 
Exponenten (>, er, r nicht ändern. 

Entwickelt man die rechte Seite der Gleichung (36.), so erscheint 
die Klassenzahl h durch Summen der Form (39.) ausgedrückt. Man erhält 
zunächst für das allgemeine Glied der Summe in (36.) durch Ausführung 
der fi'ten Potenz 

^^' Q^ß^o b^^\ Qli^ (t'i-^fJi //^a+.wo ^A^o+Z'! 



wobei die Summation über alle nicht-negativen Lösungen der Gleichung 
(40.) tf „ + i/i + .1/2 = .^ 

zu erstrecken ist. Hier hat man das auftretende Potenzprodukt von ^u) ^n ^2 
nach (17.) zu ersetzen, wodurch die vorstehende Summe nach leichter Um- 
formung übergeht in 



(41.) 



Trägt man dies tu (36.) ein und benutzt die Bezeicluunig (39.), so kommt 
schließlich 

'^ 3 TT (2/i£ + 2)!^^ ^ ^ 

Die Summation ist der Gleichung (40.) gemäß au^zufifhren. 

Im Falle /i = fällt die Gleichung (41.) mit (13.) oder (14.) von 
§4 zusammen. 

In den Fällen a=l,2,3 spezialisiert sich (41.) wie folgt: 

(41,) A = A//V/,.^_^^., 



(41,.) /i = -^Z>'V/>^(-J,- + -f4-,), 



(43.) 
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(4I3.) h=^?--T/VD- ^( «?,- + - — + -ii^). 

^ ^ 3u)/r ^a*b*c a*o^c^ a^irc^^ 

Die Summen in (41i.) und (4I2.) lassen sich in ähnlicher Weise umformen 
wie die in § 4 unter (13.) auftretende Summe. Man findet hierdurch die 
beiden folgenden Darstellungen der Klassenzahl: 

(42.) h^^jni)\-j-,Z^-^^\^^^^^^ 

I _ 16 Tfi^i~r\\\_ y\ — u y 1 y» / 1 . 1 \ 

\bn ^ Lz)'r,=//r + s'^,ri («' + />)' r^i./)Vr + * -i-2n "*"/• + *— 21»/ 

+ J_ V _1_ .1 L_. Z ( ^ 4.___i^^l 

^ /;' r;f /. (r + s)' ^„f 1 (w' + />)%^+z> \ (r + « + 2/0' ^ (r + « - 2n) vJ • 

FUr Ij = 1 ergibt (42.), wenn man die Rechnung bei n = 3 abbricht, für die 
Klassenzahl h den angenäherten Wert 

FUr J) = 2 ergab (43.) bei Berücksichtigung der Glieder bis « = 4 (wobei 

2 1 "^ 1 ' 

noch die n = b entsprechenden Glieder .^.-.TjUnd r^-,y mitgenommen wurden) 

"='-f5!;^[i-i4a+.i)+-+M.+.^a.4)+-]=«,99772.... 

Da die Klassenzahl, abgesehen von den partikulären Fällen, wo D ein 
Quadrat oder das Dreifache eines Quadrates ist, eine ganze Zahl ist, so 
braucht man die sie darstellenden Reihen nur so weit zu berechnen, bis man 
sicher ist, daß der Betrag der vernachlässigten Glieder unterhalb 1 liegt 
Hierzu bedarf es einer näheren Untersuchung des Restes der in Rede 
stehenden Reihen, wobei die Bestimmung des asymptotischen Wertes gewisser 
zahlentheoretischer Funktionen erforderlich zu sein scheint. 

In betreff des Restes li„, der in (42.) auftretenden Reihe: 

(44.) y/„, = i ;^ 1^,1 , ipOhD)= 2: ( T -W + - ^ \ ) 

mögen hier nur folgende Bemerkungen Platz finden. 

Sobald // eine gewisse Grenze N überschritten hat, wird die Gleichung 

keine Losung, fUr die s^ = /• ist, besitzen, weil nur fllr endlich viele Zahlen r, n 
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r^ = 7i2 + /), d.i. (7' + n)(r-7i) = /) 
sein kann. Es ist daher, für n^N, 



(45.) v(n, ^)=2.:s-(--j:J^ + -^-^L^. (.= -.....>., 

Unter den Zahlen r+s + in^ die in dieser Summe auftreten, sind keine 
zwei gleiche vorhanden, da aus 

notwendig ;• = /, .^ = .9' folgt. Die größte unter diesen Zahlen ist 

l + (nH/)) + 2n = /) + (n+l)'. 



Daher ist 



Z)+(n+l)' 1 



r-\-s-\-27i= j-=i k 

= C+2lgn + «', 

wo «' mit unendlich wachsendem n verschwindet und C d\Q Mascheronhch^ 
Konstante bezeichnet. Ebenso ergibt sich 

und folglich 

(46.) vK^.^)<4(C+21gn + ^„), 

wo T}^ mit unendlich wachsendem n verschwindet. 
Sobald m^N vorausgesetzt wird, ist daher 

'"^^f (n^ + Z))' ' 

eine Ungleichung, die über den Grad der Konvergenz der Entwicklung (42.) 
einigen Aufschluß gibt. 
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Über eine besondere Dirichletsche Reihe. 

Von Herrn W. WxHinger in Wien. 



Im folgenden soll die Tatsache, dafi eine symmetrische Funktion 
aller bei Umlaufnng einer Stelle entstehenden Zweige einer mehrdeutigen 
Funktion in der Umgebung dieser Stelle eindeutig ist, zur Herleitung einiger 
Transformationsformeln verwendet werden, welche sich auf Funktionen 
beziehen, die mit der /^eema/mschen ^-Funktion eng zusammenhängen. Für 
diese selbst ergibt sich dabei eine neue Darstellung. 

Definiert man die Funktion /(/(^)) so, daß sie auf der reellen Achse 
von 1 bis cx) reelle Werte annimmt, wird femer die Strecke 0, 1 als ein 
Schnitt in der Ebene der Variablen x gezogen, so ist in dem tibrigbleibenden 
Bereich die Funktion 

(1.) e-''^^>=(/.r)- 

unendlich vieldeutig. Ist dann der reelle Teil von s größer als 1, so kon- 
vergiert die über alle Werte der Funktion {lxy\ welche sie bei Umlaufang 
der Strecke 0, 1 annehmen kann, erstreckte Summe gleichmäßig und ist 
eindeutig, ausgenommen die Strecke 0, 1, bei deren Überschreitung andere 
Zweige der Funktion eintreten. 
Es ist also dann 

(2.) * (x, s) = i*(/(.r) + 2 kn iy 

in diesem Gebiete eine eindeutige Funktion von x. 

Dabei ist zu beachten, daß den einzelnen Gliedern der Summe jene 
Werte beizulegen sind, welche aus dem durch (L) definierten Werte von 
(Jx]r* hervorgehen, wenn die Strecke 0, 1 von der Variablen |Ä:|-mal im 
positiven bezw. negativen Sinn umlaufen wird. 
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Da <P(x,s) außerhalb des Einheitskreises eindeutig und im Unend- 
lichen gleich Null ist, so kann es in diesem Gebiet in eine nach negativen 
ganzen Potenzen von x fortschreitende Reihe ohne konstantes Glied ent- 
wickelt werden. 

Man hat daher 



oc 



(3.) <PQv,s) = 2:a^x- 

und 

(4.) 2 71 ia^ = r 4>{x,s) x^'^ dx , 

(Ä) 

die Integration erstreckt über einen Kreis vom Radius /?>1. 

Setzt man hier x = Re''^ und integriert gliedweise, so kann man die 
einzelnen Glieder zusammenziehen und man erhält 



(5.) 27ia, = y (Z(Ä)+z»-e''^"^+'^>rfy 



— X 



Fuhrt man hier IR -{-icp^z als neue Variable ein, so kommt 



(6.) 27iia,= f 



z^^e^' dz. 



Man erkennt nun sofort, daß sich dieses Integral auf die Gamma- 
fnnktion zurückführen läßt, wenn man den Integrationsweg in eine die 
Strecke 0, —oo in der ^-Ebene umlaufende Schleife deformiert, was wegen 
des positiven v und der Annahme über .<? ohne weiteres gestattet ist. Man 
erhält so 

(7.) a, = - sin 71 5 r(i - s) v'-' = -^ v'^' 

und daher die Entwicklung 

1 « 



(8.) <f'Qv,s) = -^2;x 



-'v*'\ 



giltig für |a:|>l, wenn auch der reelle Teil von s größer ist als 1. 

Die rechte Seite von (8.) stellt aber, wenn nur |^|>1, für jedes s 
eine analytische Funktion von s dar, und zwar eine ganze eindeutige Funktion 
von 5. 

28* 
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Um aber die analytische Fortsetzung auch fUr jedes x zu gewinnen, 
benutzen wir den Umstand, da£ die Funktionalgleichung*) besteht 

(9-) -a^^=-^*(-'* + i)- 

Da nun der betrachtete Zweig von fp(xys) im Unendlichen ver- 
schwindet, so folgt hieraus 

da 



(10.) <Pix,s) = s r<t>(x,s+l') — 



Ist der reelle Teil von s positiv, wenn auch kleiner als 1, so 
kann man die Integration der Summe nicht mehr direkt gliedweise bis ins 
Unendliche ausführen, wohl aber bis zu einem endlichen Wert a, wenn 
|a|>l. Zerlegt man aber den Integrationsweg in zwei Teile von x bis a 
und von a bis oc und benutzt für das zweite Integral die Entwicklung (8.), 
so folgt 

(11,) *(a;,5)= J? [(/(^) + 2^^7l^)-'-(/(a) + 2^-7^^)-^] + -?^^^ 

Diese Formel gilt nun für jedes s mit positivem reellem Teil und 
jedes X auch bei beliebiger analytischer Fortsetzung, wenn nur den einzelnen 
Potenzen in der ersten Summe die richtigen Werte beigelegt werden. Um 
diese zu bestimmen, hat man zuerst die bei A:-maligem Umlauf um 0,1 au» 
^-»'(/(a)) hervorgehenden Werte zu bestimmen, sodann aber in allen diesen 
Werten noch a den Integrationsweg bis x durchlaufen zu lassen. Um die 
Fortsetzung für beliebige Werte von s zu erhalten, kann man in der gleichen 
Weise die Gleichung (10.) wiederholt benutzen. Man erkennt so, daß bei 
beliebiger analytischer Fortsetzung in bezug auf s und x die Funktion * (a;, s) 
immer eine ganze Funktion von s bleibt. Dagegen ist zu bemerken, daß 
die übrigen Zweige von <P(x,s) nicht nur die Stellen 0,1, sondern auch die 
Stelle oo als singulare haben, einzig den durch (8.) definierten Zweig aus- 
genommen. 

Im besondem ergibt sich, daß die Funktion 

(12.) *i {X, 5) = * (x, s) - (Ixy 



*) Man vergleiche die im wesentlicheD mit (9.) zusammeDfalleDde GleicbuDg«, 
welche H, Eilbert in seinen „mathematischen Problemen" anführt. 
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in der Umgebung der Stelle :r = 1 einen regulären Zweig hat, der aus dem 
durch (8.) definierten Zweig von <t^(x, s) hervorgeht. Dieser laut sich daher 
in eine nach ganzen positiven Potenzen von l — x oder auch nach l{x) in 
der Umgebung dieser Stelle entwickeln. Die Entwicklungskoeffizienten sind 
dann ebenfalls ganze analytische Funktionen von s^ welche für jedes s 
definiert sind. 

Wird nun zunächst der reelle Teil von s größer als 1 genommen, 
so kann man zur Berechnung von *i(l,5) unmittelbar Formel (2.) ver- 
wenden und man erhält, wenn man beachtet, daß nach unseren Festsetzungen 

2k7ii bei positiven k das Argument —^ dagegen bei negativen k das Ar- 
gament —-5- erhalten muß, 

(13.) *i(l,s) = 2(27t)-cos?jA-. 

^ 1 

Da nun die linke Seite für jedes s fortsetzbar ist, so ist es auch die 
rechte Seite und es ist für jedes s 

(14.) *i(l,^0 = 2(27ircos^S(.), 

womit also auch ein Beweis für die Fortsetzbarkeit von C(^) erbracht ist, 
und zwar so, daß nur die singulären Stellen .9 = 1, - 1, — 3, — 5, ... usw. 
möglich sind. 

Nimmt man aber zweitens an, der reelle Teil von s sei negativ, so 
konvergiert die rechte Seite der Formel (8.) für x=\ und es verschwindet 
(/(er))"' für diesen Wert. Man erhält also dann 

(15.) *,(l,.)=-pi^£(l-.) 

und wegen der unbeschränkten Fortsetzbarkeit der linken Seite gilt diese 
Formel wieder für jeden Wert von s. Hieraus ergibt sich, daß ^(1 — 5) 
nur die singulären Stellen 0, — 1,-2,... haben kann, also ^{s) nur die 
singulären Stellen 1,2,3, usw. haben kann, was zusammen mit dem aus 
(14.) Gefolgerten nur die singulare Stelle 1 für ^(s) ergibt. Zugleich erhält 
man aus (14.) und (15.) zusammen die bekannte Riemanm(ii\% Gleichung 

(16.) C(1-0-2(2:t)-cos^/X.sO^(^). 

Die übrigen Entwicklungskoeffizienten von <Pi(XyS) kann man durch Ent- 
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wicklang der einzeluen Glieder von (2.) nach dem binomiBchen Satz finden, 
wobei man erhält 

(17.) 0(a-,.)=.(/:c)- + 2(27.)-|co8^^^C(*+n)(-^)(-^^>-)" . 

Der Konvergenzbereich von (17.) ist gegeben durch \l{x)\<:,2n. Vergleicht 
man die Reihe (17.) mit der Reihe (8.), so erhält man nach leichter Um- 
formung die von Herrn E. Lindelöf gefundene Entwicklung.*) 

Für die Funktion ^(s) selbst aber erhält man aus (11.) darch Ver- 
gleich mit (14.) noch die Formel 



(18.) 



1 X 



2(2.^)-' cos ^S (5)- 2:' {(2k7it)-'--(l(a)+2k.-i{)-*) 



-('(«))"' + rwf^ 



-r ^.-I ^ 



in welcher der Akzent beim Summenzeichen in der üblichen Weise bedeutet, 
da£ das Glied mit k = wegzulassen ist. Die Formel ist giltig flir jedes ^ 
mit positivem reellem Teil und jedes |a|>>l. 

Man könnte der Formel (17.) analoge an die Seite stellen mit einem 
Konvergenzbezirk |/(.r)|<2/ir7, wo h eine ganze Zahl bedeutet, wenn man 
die Entwicklung nach dem binomischen Satz erst auf die Glieder mit 
|^*|>Ä anwendet. Dieses Ergebnis könnte noch mit Hilfe der ^?//^rschen 
Summenformel umgestaltet werden. 

Ferner könnte man der Formel (18.) analoge Formeln aufstellen, 
welche gelten, sobald der reelle Teil von s größer als eine ganze negative 
Zahl ist, indem man die erwähnten der Formel (11.) analogen Formeln 
benutzt. 

Setzt man ferner in Formel (8.) einmal x = e^'""" und das andere Mal 
x—€~'^''*'\ SO erhält man zwei Formeln, aus denen durch passende Kom- 
bination die von //. Hurwitz*"^) gegebene Formel hervorgeht. 

Auch die erste Riemann^ch^ Darstellung von t,{s) durch ein be- 
stimmtes Integral erhält man einfach aus den vorstehenden Entwicklungen. 
Aus der Gleichung (12.) folgt nämlich nach dem Ca?/c/ii/schen Satz 

(19.) 2ni4>,{\,s) = f'^dx- f^^dx. 



*) Le Calcul des Residus, Paris, Gauthier Villars 1905, S. 139. 
) Zeitschrift für Mathem. u. Phys. 27 (1882). 



»*N ''i 
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Dabei sind die Integrale rechts von einem Punkte b der Strecke 0, 1 Über 
einen positiven Umlauf um den Punkt 1 bis wieder nach b zu erstrecken. 

Nimmt man nun zuerst wieder an, es sei der reelle Teil von s 
größer als 1, so ist *(0,5) = und man kann für den Punkt b auch den 
Nullpunkt nehmen. 

Das erste Integral in (19.) verschwindet aber unter der Voraussetzung 
für s. Erstreckt man nämlich das Integral Über eine 0, 1 einmal umlaufende 
geschlossene Kurve, so zeigt Formel (8.) unmittelbar das Verschwinden 
desselben, und da die Funktion auch noch für o; = nach der Annahme über s 
integrierbar bleibt, so ist auch 

(20.) f^^)^^-. = o. 

(0) 

Daher folgt aus (19.) 

(21.) *,(i,.)=-^?a-,.)=5i,./Är!^. 

Man erkennt, daß hier das Integral für jeden Wert von s eine analytische 
Funktion definiert. 

Schreibt man statt 1 — 5 nun s und setzt x = 6"% so erhält man genau 
die Riemann%G\\Q Formel. 

Nimmt man jedoch in (21.) als Integrationsweg einen Kreis vom 
Radius 1 mit dem Mittelpunkt 1, setzt also 0;= 1 + ^^^, so erhält man die Formel 

(22.) ^J__^(i_.) = _L ^^^"(/(i +,.>))-.rfy. 



— TT 
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Problemstellung. 

JJie vorliegende Arbeit benutzt mehrfach Methoden, welche von 
Dirichlet ausgebildet worden sind. 

Ich stellte mir folgendes Problem: 

Ein System von n linearen Formen ^i,l2»-«'fn Diit n Variabein 
x^ , ^2 , . . . .r^ , mit beliebigen reellen Koeffizienten 



do'k 



s=a 



hk 



und von Null verschiedener Determinante heiße einem zweiten solchen 
Systeme ^i,^2j«"^n arithmetisch äquivalent^ wenn jedes der zwei Systeme 
sich in das andere durch eine homogene lineare Substitution mit lauter 
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ganzzahligen Koeffizienten transformieren läßt. Es soll nun in der Mannig- 
faltigkeit A der n^ reellen Parameter a,^^ ein Bereich B konstruiert werden, 
in welchem jede vollständige Vereinigung (Klasse) unter einander äquivalenter 
Systeme durch einen Punkt, und wenn der Punkt ins Innere des Bereichs 
zu liegen kommt, auch nur durch einen einzigen Punkt repräsentiert wird. 

Dieses Problem läßt sich sofort auf ein entsprechendes Problem über 
positive quadratische Formen zurückführen. Wir bilden aus fi,l2j..«^„ die 
Qnadratsumme 

fr+e2 + - + fn = f. 

Sie ist eine positive quadratische Form der n Vanaheln »Tj, .Ta, ... .r„ mit den 
Koeffizienten 

1 av 

IVir betrachten die — '*,^— -dimensionale Mannigfaltigkeit A der ^*^^tJ 

beliebig veränderlichen reellen Parameter a^n. Jedem Punkte f=(a,^^) dieser 
Mannigfaltigkeit A^ für den die Form / sich als wesentlich positiv erweist, 
entspricht auf Grund der eben hingeschriebenen Gleichungen noch ein 

— ^^"2 — ^ - dimensionales Gebiet /\(J) von Punkten (a,,^ in der Mannig- 
faltigkeit A. 

Wir übertragen den Begriff der arithmetischen Äquivalenz und Klasse 
sinngemäß auf die positiven quadratischen Formen, und wir suchen in der 
3Iannigfaltigkeit A einen Bereich B, in dem jede Klasse positiver quadratischer 
JFormen durch einen. Punkt, und ivenn der Punkt in das Innere von B fallt, 
4iuch nur durch einen einzigen Punkt repräsentiert tcird. 

Alsdann bilden die Gebiete A(/) zu allen in B gelegenen Punkten f 
den verlangten Diskontinuitätsbereich B in der Mannigfaltigkeit A. 

Ich werde nachweisen, daß der Diskontinuitätsbereich B für die arith- 
wetüche Äquivalenz der positiven quadratischen Formen derart konstruiert 
werden kann, daß er in der Mannigfaltigkeit A einen von einer endlichen 
Anzahl von Ebenen begrenzten konvexen Kegel mit dem durch /= repräsen- 
tierten Nullpunkte als Spitze vorstellt. 

Durch diesen Satz wird für die positiven quadratischen Formen mit 
n Variabein die Theorie der arithmetischen Äquivalenz auf dieselbe Höhe 
gebracht, welche sie für die ternären Formen durch die Abhandlung von 

Journal für Mathematik Hd. 129. Heft 3. 29 
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Dinchlet: Über die Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei 
unbestimmten ganzen Zahlen erreichte. 

Derjenige Teil des Diskonti nnitätsbereichs B^ welcher den Formen / 
mit einer Determinante <1 entspricht, besitzt ein endliches Volumen. Für 
n = 2 kommt dieses Volumen wesentlich auf den nichtenklidischen Flächen- 
inhalt des Fundamentalbereichs der elliptischen Modulfonktion J{io) hinaus. 
Die allgemeine Ermittlung jenes Volumens gelingt hier mit Hilfe derjenigen 
Prinzipien, auf welche Dinchlet die Berechnung der Klassenanzahlen der 
ganzzahligen binären quadratischen Formen gegründet hat, und zwar kommt 
das analytische Element in diesen Prinzipien gerade bei der hier zu machenden 
Amvendung am reinsten zum Vorschein. 

Mit jenem Volumen hängen gewisse asymptotische Gesetze betreffs 
der Formen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen. Andererseits er- 
möglicht der Wert des Volumens einen Schlaf auf die dichteste Ausfüllung 
des n-dimensionalen Raumes durch lauter kongruente Kugeln. 

Die einschlägige Literatur zu den hier behandelten Gegenständen ist 
in meiner Arbeit im 107. Bande dieses Journals ausführlich genannt und 
verweise ich dieserhalb auf die dortigen Angaben. 



§ 1. Charakter der positiven quadratischen Formen. 
Es sei 

eine quadratische Form der n Variabein x^^x^^... x„ mit reellen Koeffizienten 
a^^. Wir setzen stets akh = ahk für /i<;^' voraus. Die aus der ä,, Äj, ... Ä^-ten 
Horizontal- und der k^^ki^...ky'iexi Vertikalreihe des quadratischen Schemas 
der a^j, hergestellte i^-reihige Determinante bezeichnen wir mit 



D 



\A?i , ^2 , . . . A"y / 



1. Dafür, daß f eine tcesentlich positive Form sei, ist bekanntlich 
notwendig und hinreichend, daß die n Determinanten 
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Sämtlich positiv sind. Die letzte dieser Größen, I\^ ist die Determinante 
der Form /, deren Wert wir auch mit D(f) bezeichnen. Wir setzen noch 

1 , . . . A — 1 , A 



/1,...A — 1,A>. 
M,...A — 1.*/ 



__ ^^> ' " '* »»'^' _., //, = !, ...«-IN 






Dann sind auch alle Größen </aI>0 und besteht die identische Darstellung 

(1.) /•=?i^ + ?.SI + - + ?.S^„ 

mit 

(2.) ?i = a:j +;^2a-2 + ••• +;^ä, ^2 = 0;, + ••• +;-2n^«, S« = -^'n, 

welche den Charakter von f als positive Form in Evidenz setzt. 

2. Die Vergleichung der Koeffizienten von xl^xl^...xl auf beiden 
Seiten von (I.) ergibt 

(3.) an = qi^ «22 > ?2, . . . (Inn > ?» 

und durch Multiplikation dieser Ungleichungen folgt 

(4.) «ii^i2...rt«H>7>^(/). 

3. Ist /y ein gegebener positiver Wert und soll f<L ausfallen, so 
folgt aus (1.): 

I?.l<|/|, |S.-,l</>-.,...|?,l</f, 

und diesen Ungleichungen können nach den Ausdrucken (2.) nur eine 
endliche k\vL9i\A verschiedener ganzzahliger Systeme ^«,a:„.i, ...a'i genügen. 
Wir haben daher den Satz: 

Eine positive quadratische Form f kann nur für eine endliche Anzahl 
von ganzzahligen Systemen der Vanabeln Werte annehmen^ die eine gegebene 
Schranke L nicht überschi^eiten. 



§ 2. Anordnung in eirier n-dimensionalen Mannigfaltigkeit. 

Sind öj, «23 ••• «n ttnd 61, 62? ••• ^n zwei verschiedene Systeme von je 
n Größen und hat man 

a| = 6|, ...,«,,! = 6^.1, ai:>bf, 

29* 
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WO / einen der Werte l,2,...n bedeuten kann, so heiße das erste System 
höher, das zweite niedriger als das andere, und zwar an l-ier Stelle höher 
bezw. niedriger. 

Es sei eine unendliche Menge von Systemen 5(fln ^2? ••• ^n) vor- 
gelegt mit folgender Eigenschaft: Ist rti,«2j---^n ein beliebiges System 
daraus und / eine beliebige der Zahlen l,2,...7z, so soll bei allen vor- 
handenen Systemen b^^h^^.^.K der Menge, welche genau an /-ter Stelle 
niedriger als das erste System sind, für die Größe &^ jedesmal nur eine 
endliche Anzahl verschiedener Werte in Betracht kommen. 

Bildet man alsdann von einem beliebigen Systeme *S der Menge aus- 
gehend, soweit als angängig, eine Reihe von Systemen S,S^^\ S^'^ ..., sodaß 
jedes folgende niednger als das vorhei^gehende ist, so muß eine solche Beilie 
stets nach einer endlichen Anzahl von Schritten abbrechen. Es muß sich also 
nach einer endlichen Anzahl von Schritten schließlich ein System einstellen, 
zu welchem es kein niedrigeres in der Menge gibt, und welches demnach 
das niedrigste System in der Menge vorstellt. 

FUr 71=1 ist die Behauptung evident. Nun sei «>!. Betrachten 
wir zum Ausgangssysteme S(a^^ ^2, ... «J alle Systeme a^, b^^ ... b^ der 
Menge, welche mit ihm in dem ersten Elemente a^ übereinstimmen, so bilden 
die darin auftretenden Systeme 62, ..• ^n <^ine Menge von Systemen aus 
n — 1 Elementen mit ganz entsprechender Eigenschaft, wie wir sie für die 
gegebene Menge n-gliedriger Systeme voraussetzen. Nehmen wir nun den 
zu beweisenden Satz bereits als erwiesen an, wenn die Zahl w — 1 anstatt n 
steht, so kann eine Reihe *S, aS^^\ *S^^^ ... nur mit einer e«rffe/ie;i Anzahl von 
Termen derart fortschreiten, daß das erste Element ungeändei^t bleibt und 
jedesmal tmt Erniedrigung an der zweiten bis n-ten Stelle eintritt. Da außer- 
dem eine Erniedrigung genau an erste?' Stelle nach Voraussetzung ebenfalls 
nur eine endliche Anzahl von Malen vorkommen kann, so ist der zu be- 
weisende Satz sofort für Systeme aus 71 Gliedern klar. 



§ 3. Niedrigste Formen in einer Klasse. 

Der Begriff der arithmetischen Äquivalenz von positiven quadratischen 
Formen ist schon in der Einleitung erwähnt worden. Zwei positive Formen 
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sind hierbei dann und nur dann äquivalent^ wenn f in g darch eine ganz- 
zaiilige Trans fonmiHou mit einer Determinante ± 1 überzuführen ist. 
1. Ist dabei 

(5.) a^ = 6ii, (^21= Kl ... o„^ = b^^, 

so mögen / und g gleichgestellt heißen. Ist dagegen 

wobei l einen der Werte l,2,...u haben kann, so soll /' höher als g und 
g niedriger als /' und zwar an l-ter Stelle hoher bezw. niedriger heißen. 
Es sei 

(7.) *^'A = ^Ali/l + ^Ä2 3/2 + '- + ^A„2/„ (A = l,2,...„) 

eine ganzzahlige Substitution mit einer Determinante + 1. welche f in g 
überfuhrt, so hat man 

Ist g an l-ter Stelle niedriger als f\ so folgt daher 

Ferner ist die aus den l ersten Vertikalreihen der Substitution (7.) gebildete 
Matrix 

(9.) II^A^II (A=l,2,...n; t=l,2,...0 

unimodular, d. h. der größte gemeinsame Teiler aller aus ihr zu bildenden 
/-reihigen Determinanten ist gleich 1. 

Hiernach ist leicht zu entscheiden, ob es in der Klasse von f eine 
Form g gibt, welche niedriger als f ist. Wir nehmen für / nach einander jeden 
der Werte l,2,...7i und fassen jedesmal das System der Bedingungen (8.) 
ins Auge. Nach § 1 kann es jedesmal gewiß nur eine endliche Anzahl von 
ganzen Zahlen s,^^ (^*<0 geben, welche diesen Bedingungen genügen. Sowie 
für eines der betreffenden Lösungssysteme die Matiix (9.) unimodular ist, 
können wir bekanntlich zu dieser Matrix n — / weitere Vertikalreihen ganz- 
zahliger Koeffizienten s^^(k=^l-\'\^...n) hinzufügen, sodaß die Determinante 
des entstehenden quadratischen Schemas + 1 wird, und es führt dann die zu- 
gehörige Substitution (7.) in der Tat / in eine an /-ter Stelle niedrigere 
Form g über. Dabei kommen jedesmal für b„ nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Werte in Frage. 
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2. Auf Grund des Hilfssatzes in § 2 kann man nunmehr in jeder 
Klasse f eine solche Form g ermitteln, zu welcher es keine niedrigere Form in 
der Klasse gibt und welche wir daher eine niedrvjste Form der Klasse nennen. 
Alle äquivalenten mit ihr gleichgestellten Formen sind gleichzeitig niedrigste 
Formen der Klasse. 

3. Soll die Form / durch die Substitution (7.) in eine gleichgestellte 
Form übergehen, so mtissen die n Gleichungen 

statthaben; es genügen ihnen nur ehie endliche Anzahl ganzzahliger Systeme 
% und gibt es daher gewiß auch nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Substi- 
tutionen mit einer Detei^xinante ±1, durch welche eine Form in gleichgestellte 
übergeht. Insbesondere zeigt sich, daß jede positive Form nur eine endlich 
Anzahl ganzzahliger T'ransformationen in sich besitzt 

4. Jede Form /' geht durch die 2* Substitutionen 

(10.) ^•i = ±3/i) 'P2 = ±i/2,-..a'/=±y., 

wobei ein jedes der n Vorzeichen unabhängig von den anderen als + odei 
— angenommen werden kann, in gleichgestellte Formen über. 

5. Es möge für einen Moment eine Form f und die ganze zugehörige 
Klasse allgemein heißen, wenn eine Gleichung 

/X^n ^2, ... O ^/'(i/i7 i/2? ••• yO 

mit ganzzahligen Werten x^ , .r.2, . . . .i'„; UxiVii-" }Jn niemals anders bestehen kann. ^ ^^ 
als daß das System 3/1,^21 ..-i/i, niit a:,,a-2, .. . a« oder mit — ar,, — a;^) ••• — »^f»"^-^^» 
übereinstimmt. Insbesondere wird dieser Charakter für / zutreffen, weuir«' -Äin 

zwischen den -^-^-<- Koeffizienten a^t von f keine homogene lineare Re— 

lation mit ganzzahligen Koeffizienten besteht. Vergleichen wir insbesondere ^^'^ 
die zwei Systeme 

^A=l, ^'mi^'Ii ^'^'a—O und !Jn = l, //ä+i = -1, y^-^O (*^*.* + o 

mit einander, so zeigt sich, daß in einer allgemeinen Form f gewiß jedev ^^ 
Koeffizient af,^h^■l von Null verschieden ausfällt. 

Ist die Klasse / eine allgemeine, so geht offenbar jede Form daraus s 
einzig durch die 2"* Substitutionen (10.) in äquivalente gleichgestellte Formei^av 
über, und gibt es in der Klasse stets eine einzige niedrigste Form g, welcL ^' 
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iiocli die Bedingungen 

6,2>0, 623>0,... 6„_,,«>0 
erfüllt. 

6. Wir bezeichnen mit E die identische Substitution, ferner zu jeder 
Substitution S als efUgegerigesetzte und mit — S diejenige Substitution, welche 
durch Änderung aller Koeffizienten % in die entgegengesetzten Werte — s^^ 
entsteht. 



§ 4. Reduzierte Formen. 

Es sind wesentlich die niedrigsten Formen einer Klasse, welche 
Ilermite (dieses Journal Bd. 40) als reduzierte Formen eingeführt hat mit 
der Absicht, in der Menge dieser Formen einen Diskontinnitätsbereich B 
von der in der Einleitung dargelegten Natur zu erhalten. Hier bringen 
wir gegenüber der Ilermite^ah^n Definition eine Vereinfachung dadurch an, 
daß wir gewisse kompliziertere Charaktere, welche für niedrigste Formen zu 
fordern wären, die ihren Einfluß aber nur auf Teile der Begrenzung des 
Diskontinuitätsbereiches äußern würden, beiseite lassen. 

L Es sei / eine der Zahlen 1, 2, ... 7i, und wir wollen unter 
^V^4'^? •••^i'^ hier altgemein ein solches System von n ganzen Zahlen ver- 
stehen, wobei der größte gemeinsame Teiler der letzten n— (/ — 1) Zahlen 
darunter, also von ^J'\ 5}+ 1 , . . . 4'^ gleich 1 ist. Ferner bedeute e^i\ ei'\ , . . eH^ 
speziell die /-te Vertikalreihe der identischen Substitution E. 

Zu jedem Systeme s[^^ 4'\ ••• ^n^ kann man offenbar stets eine ganzzahlige 
Substitution aS^'^ von einer Determinante + 1 herstellen, in deren qu^adratischem 
Koeffizientenschema die ersten /— 1 Vertikalreihen tvie bei der identischen 
Substitution E aussehen und die l-te Reihe von eben jenem Systeme gebildet 
wird, also eine Substitution 

Durch eine solche Substitution *S^^^ geht eine Form 

/= ^c^hic^h^k in g = 2bf,,yuyk 
über, so daß 

^11 — "11) •••"/-!,/— 1 — «W-l,/--n ^11 — /VI ? •■ 2 l'-'^n / 
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ist. Wenn nun / speziell eine niedrigste Form in ihrer Klasse ist, wird 
hierbei stets bu>an sein müssen. 



2. Wir stellen nnnmehr folgende Definition auf: 

Eiiie quadratische Form 

/{Xi , Xq^ ... XJ^) = ^Of^^Xf^Xj^ 

soll eine reduzierte Form heißen^ wenn sie allen möglichen Ungleichungen 

(I.) /G'i'\4",...*li'>)>«« 

genügt für jedes /=l,2,...n iind alle ganzzahligen Systeme 5l'\ 4'\ • • • ^« ^ 
wobei der größte gemeinsame Teiler der Zahlen s\'^js\\\^ ...s^^ gleich 1 ist, 
und ferner noch den Bedingungen: 

Wir schließen bei den Ungleichungen (I.) jedesmal ausdrücklich die 
zwei Systeme s^^ = <?J['^ (A = 1 , . . . n) und sf = - 4'^ (ä = 1 , . . . n) aus, wofür (I.) 
keine wirkliche Bedingung in den aj,^ vorstellen würde. 

Bei dieser Definition einer reduzierten Form setzen wir nicht bereits f 
als eine positive Form voraus. 

3. In einer Klasse positiver Formen ist eine niedrigste Form, welche 
noch die Zusatzbedingungen (II.) erfüllt, stets eine reduzierte Form. Nach 
den Ergebnissen des § 3 gibt es daher in jeder Klasse positiver Formen stets 
wenigstens eine reduzierte Fo^nn. 

4. Die zum Index / gehörigen der Ungleichungen (I.) besagen, daß 
ai, das Minimum unter allen Werten /(o;,, .tj, ... a;„) für solche ganze Zahlen 
.r,, .^2, ... ^„ ist, wobei Xi^ x^^i^ ... x^ keinen gemeinsamen Teiler >> 1 haben. 

Durch eine Substitution S\^ gehen die sämtlichen ganzzahligen Systeme 
•^1,^2? ••••^n? wobei ^/, a;,+i, ....^„ keinen gemeinsamen Teiler >1 haben, in 
die sämtlichen ganzzahligen Systeme 2/1,2/2, ••• y« über, wobei 2//?2//+m •••.V« 
keinen gemeinsamen Teiler >1 haben. 

5. Genügt eine positive Form / den Bedingungen (I.) nur für 
/=l,2,...m— 1, aber nicht für /=w, so können wir aus ihr durch eine 
Substitution S^*"^ eine äquivalente Form herleiten, welche den entsprechenden 
Bedingungen für /=l,2,...m — 1 und auch noch für /=m genügt. 

Man hat einfach alle ganzzahligen Systeme ^{'''^^^'"^...^"'^ zu be- 
stimmen, für welche f(s^^\ 4"\ • • .^'"O < ^«mi ist und zugleich s[:\ .<?L"^i, ... s\ 



n 
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keinen Teiler >1 haben. Nach Voraussetzung gibt es solche Systeme. 
Sie sind nur in endlicher Anzahl vorhanden. Man suche unter ihnen die- 
jenigen heraus, welche der Form / den kleinsten Wert erteilen, und setze 
dann in S^""^ als r?i-te Vertikalreihe ein beliebiges dieser Systeme an, so 
wird das gewünschte Ziel erreicht sein. 

Beachtet man, daß der Typus S^^^ eine heliehige ganzzahlige Substi- 
tution mit der Determinante + 1 vorstellt, ferner, daß bei zwei verschiedenen 
Substitutionen S^^\l<in) mit genau gleicher l-ter Vertikalreihe die zweite gleich 
dem Produkt der ersten in eine Substitution S^'"^^^ ist, so enthalten diese Be- 
merkungen eine Methode, um zu einer gegebenen positiven Form / alle 
ganzzahligen Substitutionen zu finden, durch welche sie in äquivalente 
reduzierte Formen Übergeht. 

Zugleich zeigt sich, daß die Anzahl dieser reduzierenden Substitutionen 
für jede gegebene positire Form f stets eine endliche ist. 

6. Aus diesen Erwägungen leuchtet ferner ein: Eine solche reduzierte 
Fo7'm. für welche in keiner einzigen von den Ungleichingen (I.) und (II.) das 
Gleichheitszeichen eintritt^ kann nur bei Anwendung der identischen Substitution 
E oder der dazu entgegengesetzten — - E reduziert bleiben. 

7. Wir fassen nun die Koeffizienten a,^^ einer quadratischen Form 

als Koordinaten eines Punktes f in einer —~^ - -fachen Mannigfaltigkeit A 

auf. In dieser Mannigfaltigkeit bezeichnen wir mit li das Gebiet derjenigen 
Punkte /, welche allen Ungleichungen (I.) und (IL) genügen. Wir nennen 
B den reduzierten Raum. Das letzte Ergebnis besagt dann: 

Eine Form f im Inneren des reduzierten Baumes Ji, d. h. fUr welche 
in keiner der Ungleichungen (I.) und (II.) das Gleichheitszeichen statthat, 
geht durcli jede von E und —E verschiedene unimodulare ganzzahlige Sub- 
stitution in eine Form außerhalb H über. 

Insbesondere wird eine allgemeine Klasse immer durch einen inneren 
Punkt von B repräsentiert. 

Der Bereich B geht durch jedes Paar entgegengesetzter unimodularer 
ganzzahliger Substitutionen S, — »S in eine bestimmte äquivalente Kammer 
Bg=^B_s über, und die Kammern^ die verschiedenen solchen Paaren S, —S 
entsprechen^ stoßen unter einander höchsten.^ in Punkten der Begrenzung zu- 
sammen. Die sämtlichen Kammern B^ überdecken den ganzen Raum der 
positiven Formen. 

Journal für Mathematik Bd. 129. lieft 3/4. 30 
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§ 5. Die Wände des reduzierten Raumes. 

Die UngleichuDgeD (I.) zur Definition einer reduzierten Form / sind 
in unendlicher Anzahl vorhanden. Wir werden nunmehr den Satz beweisen : 

Es gibt unter den Ungleichungen (I.) eine endliche Anzahl, welche alle 
übrigen dieser Ungleichungen zur Folge haben. 

Beweis: 1. Es sei zunächst n = 2, also 

Nehmen wir in (L): ^{^^ = ±1, 4^^ = 1, so folgt 

(11.) «ii±2Gr,2 + a22>a227 +«i2<2«u- 

Aus diesen zwei Bedingungen für die zwei Vorzeichen + geht noch «i, > 
hervor. Nehmen wir ^^^ = 0, 4^^ = 1, so entsteht 



(12.) 022^011. 

Ist «11 = 0, so folgt aus (11.) auch 0^2 = und gelten wegen «22^0 
bereits alle Ungleichungen (I.). 

Ist an>0, so folgt aus (11.) und (12.): 



2 ^.^^ -^ 2 ^f^^ T\ 2 '''^»v^ ^ 

Öl2 ^^ T ^11 ^^ J ^n ^ J ^2 — ^11 ^22 — ^12 ^ J ^11 ^22« 

Schreiben wir 

/=?l(^l + yi2^)'+?2^, 

80 ist 

«u . ^1 A--^3 

Für ganze Zahlen 51,^2 wird nun, wenn |5,(>1, ^2=1 ist: 



/(±|5i|,l) = an(5?-ki|) + (au±2ai2)|5,| + Ö22>ör^2, 
andererseits, wenn 1^21 >1 ist: 

I yßi , ^2^ .-^ ^2 ^2 --^ 0022 ^^ ^^22 • 



So leuchtet ein, daß aus (11.) i^nrf (12.) bereits alle Ungleichungen (L) folgen. 

2. Ej ^ei ye^-2r^ 71 >> 2. Setzen wir einen Teil der Variabein x^^ ...x^ Null 

und sind die noch übrigen dieser Variabein a;^,» ^A,v^A^('ii<^<""<^m)7 

80 wird aus / eine Form /Ix^^, Xf,^y...Xf, \ dieser m Variabein, und die zu (I.) 
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entsprechenden Bedingungen für diese Form sind, wie man leicht erkennt, 
spezielle von den Bedingungen (I.) für die Form / selbst. Jede aus einer 
reduzierten Form / in solcher Weise abzuleitende Form von weniger als 
n Variabein trägt also, von den Zusatzforderungen (II.) abgesehen, ebenfalls 
den Charakter einer reduzierten Form bei ihrer VariabelnzahL 

Greifen wir nun von den Ungleichungen (L) fUr / erstens diejenigen 
heraus, welche gerade nach sich ziehen, daß die sämtlichen binären Formen 

die Bedingungen (I.) für reduzierte Formen erfüllen, so handelt es sich um 
gewisse Ungleichungen in endlicher Anzahl und kommen diese Ungleichungen 
auf die folgenden 

(13.) ±'^0'hk<cif,f, (A<*) 

und 

(14.) <C an <C 022 < • " < ^M» 

hinaus. 

3. Wir nehmen nun an, der zu beweisende Satz sei bereits für Formen 
von weniger als n Variabein sichergestellt^ und wir können unter den Un- 
gleichungen (I.) zweitens eine endliche Anzahl auswählen, welche zur Folge 
haben, daß die sämtlichen aus f abgeleiteten Formen /{^in+i, ^m+2? •••^nf /^r 
771 = 1, 2, ...n -2 reduziert sind. 

Ist nun etwa 



= aa = a22 = - = a^;n(l<m<n), 0<a^+,,^+i, 

80 sind infolge von (13.) überhaupt alle Koeffizienten ai,t(fi<Zk)^ bei welchen 
der Index h einen der Weihte 1 , 2 , . . • ??2 hat^ Null und wird aus / einfach 
/|^«+ii •••^nl- Die Ungleichungen (I.) in bezug auf letztere Form haben 
dann bereits sämtliche Ungleichungen (I.) für f zur Folge. 

4. Nunmehr setzen wir weiterhin ai,>>0 voraus. Wir greifen drittens 
aus den Ungleichungen (I.) diejenigen in endlicher Anzahl vorhandenen 
heraus, welche zur Folge haben, daß auch die sämtlichen au>s f abzuleitenden 
Formen f\xi^X2^...x^\ für m = 2, 3, ... n — 1 reduziert sind. 

5. Jetzt werden wir (in 5. — 8.) zeigen, daß wir zu den bereits ge- 
wählten der Ungleichungen (I.) viertens eine weitere endliche Anzahl jener 
Ungleichungen derart hinzufügen können, daß aus diesen für die Deter^ 

30* 



232 Minkowski^ DiskontinuitäUbereich für arithmetische Aquicalefiz, 

minante D^ de?* Form f eine Ungleichung 

(15.) ^«>^n «11 «22 •••««„ 

folgt, ICO X^ eine gewisse positive nur von n und nicht von den Koeffizienten 
der speziellen Form / abhängende Konstante bedeutet. 

Nach 1. ist diese Tatsache bereits für n=2 mit dem Werte ^ = V 

4 

zutreffend, und wir nehmen sie als bei^eits erwiesen für Formen mit weniger 
als n Variabein an. 

Es sei jetzt m einer der Werte l,2,...n — 1, so haben wir unter 
Verwendung der in § 1 eingeführten Bezeichnungen fUr die Determinante 
der Form f\x^^X2^,..xJ{ die Ungleichung: 

(16.) ^^(i'2';;;3=^^m>^m«ii«22-«„«« (-<— ^ 

und für die Determinante der Form /|A*,„+i,^m+2, ..^»h 

In den Fällen m = 1 -und m = n — \ setzen wir ij = 1 . 

Entwickeln wir nun den Ausdruck der Determinante D^ von /*, 80 

kommen darin ?n!(/i — m)! Terme vor, die sich zu dem Produkte D^lJ^^^ 
zusammenfassen lassen, und weiter ?i! — in!(n — m)! Glieder vom Typus 

wobei Ä:i, ^27 ••• ^'m nicht ^ abgesehen von der Reihenfolge, mit l,2,...w 
übereinstimmen und infolgedessen auch noch unter den Indizes /:^+i,...i'. 
jedesmal wenigstens eine der Zahlen l,2,...7n sich findet. Nach den Be- 
ziehungen a,,^ = aj,t, und den Ungleichungen (13.) erweist sich nun ein jedes 
solches Glied dem Betrage nach 

1 

Benutzen wir die Ungleichungen (16.) und (17.) und verstehen unter K ©J"^ 
in der Folge noch zu fixierende positive Konstante, so entsteht jetzt 

^-^;.«ll«22---«,e«>!(^«^«-m-0«m+l.m+l 

- ^{n\-m\{n - m)!)a«^}«n«22 ••• «««««+2,«+2 ••• ««• 
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Wir können 

1 = ^1 > ^2 > • • • > K--\ 

voraussetzen. Die positive Größe l^ denken wir uns zunächst irgendwie, 
jedoch kleiner als jedes der Produkte Ä„,A^.^ für m= 1, 2, ... n — 1 gewählt 
und setzen zur Abkürzung 



1 (n ! — m\(n — tw) !) 



(m = l,2,...n— 1), 



Alsdann wird die Ungleichung (15.) mit dem betreffenden Werte Ä, jedenfalls 
schon statthaben^ wenn ftir wenigstens einen der Indizes r/i = 1, 2, ... ^i — 1 sich 



mm 



herausstellt. 

6. Nunmehr haben wir uns nur noch mit der Annahme zu beschäftigen, 
daß sämtliche Ungleichungen 

(18.) ^2^1l>ör22, ^3«22>«33, •••^.«M-l,n-l>^«» 

gelten. 

Aus den Ungleichungen (16.) geht unter Beachtung der Ungleichungen 
(14.) und von ör,i>0 hervor, daß sicherlich die Determinanten 

positiv ausfallen und daher auch 

9l — ^n ^2— jj 1 '•• ?n-l "" X) _2 

sämtlich endlich und^O sind. Wir können daher, mag nun die Deter- 
minante /)„>>0 und damit auch /"positiv sein oder nicht, jedenfalls bereits 
für f die Darstellung aus § 1 : 

(19.) f^q:a+q2a-\--' + q.Xl 

(20.) Si=^i+yi2^'2+- +^n*'Pn, ^2 = ^2 + ' ' ' + /2n^n, • • • Sn == *^« 

mit 

ansetzen. 

Die Determinante, welche den Zähler des vorstehenden Quotienten 
für Yi,f, bildet, besteht aus h\ Gliedern, von denen ein jedes mit Rücksicht 
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auf die Ungleichungen (13.) sich dem Betrage nach <2^"^22'"^w erweist, 

während der Nenner dieses Quotienten nach (16.) sich >^K^u02%*** a,,,^ findet. 
Danach hat man 

(21.) Iy**l^lxr G:i+|T.:i). 

Aus (19.) und (20.) geht 

hervor, woraus mit Rücksicht auf (18.) 

folgt. 

7. Es kommt jetzt vor allem darauf an, zu erkennen, daß wir von 
den Ungleichungen (L) eine endliche Anzahl herausgreifen können, infolge 
deren sich auch q^ a&>0 und damit also / als eine wesentlich positive 
Form erweist. Für diesen wichtigen Nachweis können wir uns des elemen- 
taren Prinzips bedienen, welches Dirichlet so meisterhaft in der Theorie der 
algebraischen Einheiten gehandhabt hat, wonach hei Verteilung einer Anzahl 
von Größensystemen in eine kleinere Anzahl von Bereichen darunter irgend- 
ein Bereich da sein muß, der wenigstens zwei der Systeme auf einmal au/nimmt. 
Wir bilden zum Ausdrucke (19.) von /mit den nämlichen Cm ^2? ••• S» 
die Hüfsform 

(23.) F==^]+x,^,+ .'' + x,?c,...x^_,^^^, + utl 

wobei /J^ folgende Bedeutung haben soll. Es seien ^,^2,...^-i beziehlich 
die kleinsten ganzen Zahlen, für welche 

(24.) ^1 >^^ tl>nx2^ ... ^-.i^nxj^fj ••• ;f,_, 

ausfällt, und es werde 

gesetzt. 

Danach ist /li eine bestimmte positive Größe, mithin F eine positive 
Form der Variabein x^^X2, ...x^. 

Wir zeigen, daß man für a^^, a;^, ...x, ganze Zahlen j unter denen 
x^^O isty finden kann, so daß dafür F<il ausfallt. 

In der Tat, zunächst ist in=^n' Wir setzen der Reihe üach 
x, = 0, 1, 2,... ^fa-- ^^«1 und können zu jedem dieser Werte von ;r, nach 
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einander a:^.] , :r..2 ^ • • • ^*i ^Is ganze Zahlen derart bestimmen, daß 
(26.) 0<L,.,<1, 0<r,.,<l,...0<S,<l 

wird. Wir erhalten damit ^1^2 '"^«-i+l «^ ^n durchweg verschiedene Wert- 
Systeme Xi^X2^...x^^ welche sämtlich diese Bedingungen (26.) erfüllen. 

Zerlegen wir nun für Ä = n — l,n — 2,...l jedesmal das Intervall 
0<r;k<Cl in die ^ Intervalle 

so tritt eine Teilung des ganzen durch (26.) definierten Gebietes in ^i^2--^«-i 
völlig unter einander getrennte Gebiete ein und wird man unter jenen Systemen 
Xi^X2^*..x^^ deren Anzahl >^i^2"-^i,-i ist, gewiß irgend zwei^ etwa 

finden können, für welche Si, ?2vCn-i demselben Teilgebiete angehören. 
Für das durch Subti^aktion au^ beiden hervorgehende System 

•c j -^^ U/j ^^ U/i j •^2 ■"— •*'2 *^2 1 • • • n ^"* Ä w 

gelten dann die Ungleichungen 

(27.) lSl|<,-,...|?n-l|<^,|q<^^2-^n-n 



während zugleich ä;„>0 ist. Aus (27.), (24.) und (25.) ersieht man, daß 
infolgedessen weiter die n— 1 ersten Terme des Ausdrucks F ein jeder 



n 



der 7i-te^-- werden und also für das betreffende ganzzahlige Wertsystem 

mW 



^i, ^2, .••^« °^^t positivem x^ der ganze Ausdruck F gewiß <Cl ausfällt. 

Das erhaltene System a:,, j:2,...a;« befreien wir noch von einem in den 
Zahlen etwa vorhandenen gemeinsamen Teiler > 1 , wobei die Ungleichung 
F^\ nicht verloren geht. 

Andererseits können wir, allein in Berilcksichligung der Ausdrücke (20.) 
für ^,, ^2» •••£!• nnd der Ungleichungen (21.) für die Koeffizienten yf,j, von vorn- 
herein eine endliche Anzahl bestimmter ganzzahliger Systeme Xi^X2^...x^ mit 
positivem x^ und ohne gemeinsamen Teiler >>1 anweisen, welche überhaupt 
als die einzigen derartigen Systeme in Frage kommen, die vielleicht den 
Ungleichungen (27.) genügen können. Wir ermitteln die sämtlichen bezüg- 
lichen Systeme und wir heben nunmehr viertens unter den Ungleichungen (I.) 
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diejenigen heraus, welche ausdrücken, daß fiii^ diese besonderen Systeme stets 

/(^ii ^2?-.-^«)^«ii sein soll. 

Alsdann muß infolge aller bereits herausgehobenen Ungleichungen (I.) 
notwendig 

(28.) qn>f^(hi 

werden. Denn in dem Ausdrucke (19.) von /sind wegen (22.) die Koeffizienten 
von Ti, ^2,-..^!-i durchweg nicht größer als in dem Multiplum Ui^FwonF. 
Wäre nun ^„<I//^/n7 so würde daher bei von Null verschiedenem .r. stets 
f<i('n F sein. Wir haben aber ein solches ganzzahliges System x^^ X2^...x^ 
mit von Null verschiedenem a:„, wofür i^<l ist, während wir für das be- 
treffende System hier bereits einer der Ungleichungen (I.) gemäß au<^f 
fordern, also ergäbe sich ein Widerspruch und folgt in der Tat die Un- 
gleichung (28.). 

8. Indem wir (28.) mit allen Ungleichungen (18.) multiplizieren, geht 



X X ... y.. 

2 3 ^ 



Clnn 



hervor, und indem wir weiter diese Ungleichung mit der Ungleichung für 
i)„-_i nach (16.) multiplizieren, folgt 

Nach der Bedeutung von u, die aus (24.) und (25.) ersichtlich ist, 
können wir nun über i« definitiv in solcher Art verfügen, daß hieraus wieder 
die Ungleichung (15.) für D„ hervorgeht. Wir brauchen dazu nur l^ kleiner 
als die n—1 Größen im^«-m(^<^0 derart zu wählen, daß 



K-i > K ny.^ y,-y.^ ([Vn] + 1)^ ([fe] + 1)' • • • {\}Jm, • • • ;.,.,] + 1)^ 

ist. Die Klammer [ ] soll hier das bekannte Zeichen für größte Ganze vor- 
stellen. Dieser Forderung für l^ aber können wir immer entsprechen, weil 
der Ausdruck rechts hier nach der Art, wie pfa?*-*^» von K abhängen, gleich- 
zeitig mit K abnimmt und der Null zustrebt. 

Bei dieser Bestimmungsweise von X^ gilt nunmehr infolge der bisher 
herausgehobenen Ungleichungen (I.) in allen Fällen die Uiigleichung (15.) 
ßr D,. 

9. Indem wir auf den Zähler einer Größe q^ = Df,:Df,^i die Ungleichung 
(16.) bez. (15.), auf den Nenner die Ungleichung 
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in Ad Wendung bringen, entsteht allgemein 

und nun zeigt Bich in der Tat leicht, daD eine endliche Anzahl unter den 
Ungleichungen (I.) angewiesen werden kann, welche alle übrigen dieser 
Ungleichungen zur Folge haben. 

Wir setzen für jeden Wert /= 1,2, ... n die folgenden Ungleichungen an: 

(29.) i»S<l, i.-iK-i<l,...^,^<l, 



mit den Ausdrucken 

(31.) Cl=^l + yi2^2+-+yin^«, S2 = ^2+-+/2»^„, ...Sn=^n 

?/wrf rfen Einschränkungen 

(32.) i/**l^lir- 

Es ist einleuchtend, da£ diesen Bedingungen jedesmal nur eine endliche 
Anzahl ganzzahliger Systeme ^n^,...^n entsprechen können. Unter diesen 
wählen wir alle Systeme ^i'^ , 4'^ • • • ^i'^ cius, in welchen 5{'\ 5{!^\ , . . . 4'^ keinen 
gemeinsamen Teiler > 1 haben^ und fordern jedesmal die Bedingung (I.) für 
die betreffenden Systeme. 

Die in solcher Weise bisher hervorgehobenen der Ungleichungen (I.) ziehen 
dann notwendig die Gesamtheit dieser unendlich vielen Ungleichungen nach sich. 

In der Tat, es sei Xi = s[^\ ...x„ = s^^ ein ganzzahliges System, welches 
nicht zu den eben hervorgehobenen gehört und wobei s\^j..,s^ keinen 
gemeinsamen Teiler >>1 haben. Alsdann bestehen dafür insbesondere mit 
den zu / gehörigen Ausdrücken ^j , ^2? ••• ^« ^^(^ht alle Ungleichungen (29.), (30.). 

Wir nehmen erstens an, es sei dafür etwa Aa'^a>1 und h^l. Dann 
folgt aus 

f=q.V. + q2^2 + - + qn'Cn 

mit Rücksicht auf qh>^^haf,h und a^f,>an sofort f^dn* 

Es seien zweitens für das bezügliche System in f sämtliche Un- 
gleichungen (29.) erfüllt, und es sei h(<Cl) der größte Index, für den statt 
der in (30.) genannten Ungleichung vielmehr sich die Ungleichung 
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i^ S > j A bezw. s? > j i je nachdem ä > 1 oder = 1 ist, einstellt. Dann haben 
wir wegen qk^K<^kk ^^ ^^ betreffende System j*,,...x. jedenfalls 



(33.) /(x,,. .. 0>4 («11 + ^22+ - + + 94+1^1 + — + 9«^- 

Wir denken nns nnn die Zahlen x^^^ , • . • ^, festgehalten , statt der Zahlen 
^A9^A-n-*-^i aber, was offenbar möglich ist, nach einander solche ganze 
Zahlen x^^xl^^^ ...x* gewählt, daß die neuen dazagehörigen Ausdrücke (31.) 
die Bedingungen 

erfüllen. Wir haben damit ein modifiziertes ganzzahliges System x*,...x] 
erhalten, in welchem x^ = Xij...x* = x^ keinen gemeinsamen Teiler >1 
haben, und welches nunmehr allen Bedingungen (29.), (30.) genfigt, für das 
wir also bereits f>au voraussetzen. Jetzt folgt aus (33.) und (34.), da 
stets Okk>qk ist, 

/(a-i, ...x^)>/'(x*, ...xt)>flr«. 

10. Wir können unser Endergebnis folgendermaßen aussprechen: 

Der reduzierte Raum B ist ein konvexei' Kegel mit der Spitze im Null- 
punkte /'=0, der von einer endlichen Anzahl durch diesen Punkt laufender 
Ebenen begrenzt wird. 

§ 6. Die Kanten des reduzierten Raumes. 

1. Im ganzen reduzierten Räume B gilt ^/ii>0; die Punkte darin, fir 
welche aiiZ>0 ist^ entsprechen positiven Formen ; die Funkte darin, für welche 
an = ist, erfüllen zugleich die Bedingungen «,2 = 0, «13 = 0, ... «,. = und 
bilden eine nur ^ — ^ - fache Mannigfaltigkeit auf der Begrenzung von B. 

Die zur Charakterisierung des reduzierten Raumes dienenden Un- 
gleichungen haben eine jede die Gestalt 

(I,II.) ^^'h,a^>0, 

worin die in,^ gewisse gegebene numerische Koeffizienten vorstellen. Daraus 
geht hervor: 

Ist f eilte reduzierte Form, so ist auch jedes Produkt cf. wo c einen 
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positiven Faktor vorsielltj sind f und g zwei reduzierte Formenj so ist auch 
jede Verbindung {X — t^f+tg^wo 0</<Cl ist, eine reduzierte Form. 

2. Die allgemeinen Prinzipien Über lineare Ungleichangen, welche ich 
in meiner y^Geometrie der Zahlen^ § 19 dargelegt habe, ergeben folgende 
AufBchliisse über die zar Definition des Raumes B wirklich notxvendigen von 
den sämtlichen Ungleichungen (I.) und (IL). 

Wir wollen eine nicht identisch verschwindende reduzierte Form (p 
eine Kantenform des reduzierten Raumes nennen, wenn es nicht möglich ist, 
ip als Summe zweier reduzierten Formen darzustellen, die weder identisch ver- 
schwinden, noch positive Vielfache von einander sind. 

Eine Kantenform ist vollständig zu charakterisieren als eine reduzierte 

Form, für welche unter den Ungleichungen (I, IL) irgend T — 1 solche, 

deren linke Seiten linear unabhängige Funktionen der af,j^ sind^ mit dem 
Zeichen = erfüllt sind. 

Gelten uns die Formen, die Vielfache von einander sind, als nicht 
wesentlich verschieden, so gibt es nur eine endliche Anzahl wesentlich ver- 
schiedener Kantenformen, Die Strahlen vom Nullpunkte nach ihnen bilden 
die Kanten des reduzierten Raumes. 

Von den Ungleichungen (I, IL) ist zur Definition des reduzierten 
Raumes nur jede solche wesentlich, die mit dem Zeichen = eine Ebene liefert, 

welche —^ — ^— 1 unabhängige Kanten des reduzierten Raumes aufnimmt, 

mt 

d. h. solche ^*^^J" ^ — 1 Kanten , durch die sich nur eine einzige Ebene 

legen läßt. Die so charakteiisierten Ungleichungen bestimmen die Wände 
des reduzierten Raumes. Alle übrigen Ungleichungen (I, IL) können bei der 
Definition des reduzierten Raumes als aus diesen Ungleichungen folgend 
fortgelassen werden. 

3. Wir greifen auf jeder Kante des reduzierten Raumes eine Form heraus, 
etwa diejenige, für welche der erste von Null verschiedene unter den Koeffi- 
zienten ö,i, ^22, ... ör„„ den Wert 1 hat. Wir erhalten auf diese Weise eine 
endliche Anzahl völlig bestimmter Formen 9>i, ^2, ... 9>r« Indem der reduzierte 
Raum ein konvexer Kegel vom Nullpunkte aus ist, besteht alsdann der Satz: 

Jede reduzierte Form f läßt sich (auf eine oder auf unendlich viele 
Weisen) in die Gestalt 

(35.) /= ^1 9^1 + ^2 ^2 + • •• + Cr 9r 

31* 
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mit Koeffizienten c,,C2,...c^, die sämtlich >0 sind^ setzen^ und umgekehrt 
ist jede Form, die sich in dieser Weise darstellen läßt, eine reduzierte. 



§ 7. Die Nachbarkanunern des reduzier te?i Raumes. 

Wir beweisen in betreff der reduzierten Formen noch den Satz: 
iJie ganzzahligen Substitutionen von der Determinante + 1 , welche fähig 

sindy positive reduzierte Formen tcieder vi reduzierte Formen überzuführen, 

existieren nur in endlicher Anzahl. 

Wir können diesen Satz auch folgendermaßen aussprechen : 

Im Gebiete der positiven Formen grenzt der reduzierte Raum nur au 

eine endliche Anzahl von den äquivalenten Kammern an. 

1. Es sei S: 

eine unimodnlare ganzzahlige Substitution, welche 

f^Saf^Xj^Xj, in g = :Sb^Xf,Xt 

überfuhrt, wobei beide Formen reduziert sind und «ii>0 ist. 
Wir haben dabei 

(36.) /"(^u, %, ...0 = ^** (*=i, 2,. ..,.). 

Ist die letzte der Zahlen ^u, %, ...^„jb, die von Null verschieden ist, s,^^ so 
ergibt sich, da ihr absoluter Betrag mindestens 1 sein muß, bei Gebrauch 
der früheren Bezeichnungen ^^ in bezug auf /: 



2. Daraus schließen wir zunächst, daß für jeden Index l duixliaus 

bu^l^a^f (/=i,2,...if) 

sein muß.*) 

Denn hätte man für einen Index /: 

SO würde daraus weiter 



) Eine ähnliche L'berleguDg findet sich bei C. Jordan, Journ. de l'Ecole polyt. 
t. XXIX, cahier 48, p. 127. 
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hervorgehen und daher könnte keine Größe 

^kk (Ä = /, /+ 1, ... n; ^=1,2,...Z) 

in ihrer, der ^-ten Vertikalreihe die letzte von Null verschiedene Zahl sein, 
d. h. diese Größen müßten sämtlich Null sein. Sie bilden aber in der 
Determinante der Substitution jS die Elemente, die gleichzeitig in bestimmten 
/ Vertikal- und n— /+ 1 Horizontalreihen vorkommen, also wäre diese Deter- 
minante Null, während sie ± 1 sein sollte. 

Ganz entsprechend wird, weil auch g durch eine unimodulare ganz- 
zahlige Substitution in /' übergeht, stets 

(37.) (^kk^K^kh (* = l,2,...n) 

sein. 

3. Wir nehmen nun erstens an, für jeden Index /:= 1,2, ... /i— 1 
fände sich stets 

(38.) h„j, > Ä„ öjfc^.,^ i+i , 

so folgt daraus vermöge (37.) allgemein 

^kk ^ ^i«^*+l,*-Hl 

und weiter 

Die zu den Zahlen 3:1=5^, ... a:^ = 5^t gehörenden Werte von Ci,...^„ 
erfüllen dann nach (36.) und da allgemein </a > ^n «aa > ^» «n ist, die Un- 
gleichung 

und hieraus ist zu ersehen, daß für jede Vertikalreihe s^^^...s^ von S nur 
eine endliche Anzahl ganzzahHger Systeme in Betracht kommen. 

4. Ist die Annahme (38.) nicht immer zutreffend, so sei / der größte 
Index, v)ofür 

(39.) Vl,/-l<*n«« . <'^^> 



ist. Wir haben dann nach einander viererlei Umstände in Betracht zu ziehen. 
Erstens zeigt eine ähnliche Überlegung wie in 2., daB jedenfalls alle 
Koeffizienten 

^A*('i = '7 i+ 1) ••• ^^; ^'^ 1? 2, ... /— 1) 
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Sidl sind. Die Sabstitution S kann also geschrieben werden: 

^A='^Aiyi + — + *A./-iy/-i + ^iuy/ + — + *A»y, i*<:o, 

^A= hiyi + "' + hnyn c*^*). 

Jetzt ist 

^H = 5« Vi + - + ^A,/-l Vl^l (A = 1.2....l-1) 

eine unimodulare ganzzahlige Substitution von /—l Variabein, und durch sie 
geht die positive Form 

/(a;„...:r,.i,0,...0) in gQ/i^ ...yi^i,0,...0) 

über, wobei beide Formen reduzierte von / — 1 Variabein sind. Nehmen wir 
den zu beweisenden Satz, der für Formen von einer Variable evident ist, 
als bereits bewiesen für Formen mit weniger als n Variabein an, so kommen 
danach zweitens für die Koeffizienten 

^Ät(Ä = l,2,...;-l; A=l,2,.../-1) 

nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht. 

Unsere Annahme über die Zahl / schließt in sich, daß, £etlls /<;n ist, 
die Beziehungen 



gelten, woraus wir vermöge (37.) weiter 
und sodann 



entnehmen; letztere Beziehung besteht auch für l==7i, k = n. 

Die Gleichung (36.) für b^ liefert daraufhin für die zu 5,4 , ^i+i,*, ...^1.* 
gehörenden Werte t,, ^,+1, ...£„ die Relation 

A'n*-^^^(^?+C?+t + - + rn)<l.' 

Hieraus ist drittens zu ersehen, daß fär die Zahlen 

s^f,{h='l, l+l^ ...n] A=:/, /+ 1, ...n) 

nur eiyie endliche Anzahl von Systemen in Betracht kommen. 

Endlich muß g als reduzierte Form insbesondere allen Ungleichungen 
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genügen, in welchen 4*^=1, die anderen Zahlen ei*^»0 und yi, ...y/-i be- 
liebige ganze Zahlen Bind. Diese Ungleichungen kommen nach der bereits 
festgestellten besonderen Gestalt der Substitution /S auf die sämtlichen Un- 
gleichungen 

für beliebige ganze Zahlen ^i, ...^/.i hinaus. 

Eine ähnliche Überlegung, wie sie am Schlüsse von § 5 zur An- 
wendung kam, ergibt nun, daß hiernach die zu ^u, ...^«^C^^O gehörenden 
Verbindungen S/-i,...ti jedenfalls die Bedingungen 

und umsomehr die Bedingungen 

erfüllen, und hiernach kommen viertem auch für die Zahlen 

5^j(/i = l, 2, ... /— 1; ^ = /, /+1, ... 7i) 

nur eine endliche Anzahl von Systemen in Betracht 

Damit ist der zu führende Nachweis in allen Punkten erbracht. 



§ 8. Die Detenninanten fläche. 

Der Raum der positiven Formen wird von der Flächenschar 7J (/") = const. 
durchzogen, deren einzelne Flächen jedesmal alle Formen / zu einem und 
dem nämlichen positiven Determinantenwert aufnehmen. Alle Flächen dieser 
Schar sind unter einander ähnlich und ähnlich gelegen vom Nullpunkte aus, 
sodaß es für die meisten Zwecke genügt, von ihnen etwa die eine Fläche 
/> (/*) = ! in Betracht zu ziehen. 

Wir beweisen hier folgenden Satz: 

Sind f und g zwei verschiedene positive Formen von der Detenninante 1 
nnd ist t ein beliebiger Wert >0 und <Zl, so hat die gleichfalls positive 
Foim (i^t)f+tg stets eine Dete?mina7ite >1. 

Wir können bekanntlich (sowie von den Formen /* und g auch nur 
eine positiv ist) immer eine lineare Transformation von der Determinante 1 mit 
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lauter reellen Koeffizienten finden, wodurch f und g gleichzeitig in Aggregate 

übergehen, welche nur die Quadrate der neuen Variabein enthalten. Die 
Determinante der Verbindung {l'-t)f+tg gewinnt dann allgemein den Pro- 
duktausdruck 

und nach Voraussetzung ist 
Nun erhalten wir 

d' log^CO ^ _ ( ß-a, Y - ( i^"-^" V 

dt' ^cti+t(ß^—ay " ^an + t(ßn — an)y' 

Dieser Ausdruck fällt danach im ganzen Intervalle 0</^l stets <;0 aus, 
d. h. die Kurve u = \ogJ(t) in einer t, u-Ebene ist im Bereich 0^^<1 stets 
konvex von der t- Achse fort. Mithin ist diese Funktion w, da sie an den 
zwei Endpunkten des Intervalls =0 ist, im Innern desselben durchweg ;>0f 
also ist hier stets J{t)>\^ was zu zeigen war. 
Setzen wir 

WO c ein positiver Faktor sei, so kommt die in betreff des Ausdrucks J (t) 
bewiesene Ungleichung auf den Satz hinaus: 

Sind a^^ a^^ ... a^ und h^^ b^^.^.b^ lauter positive Größen^ ohne daß 
man gerade a^\a2\...:a^=^b^:b2:.,.:b^ hat, so gilt stets die Beziehung 



V(«i + 6,) («2+62) ... («n+*n)> V«i «2..- «»+ r^ 62 ... b^. 

Das über die Fläche 7)(/') = l gefundene Resultat können wir auch 
folgendermaßen ausdrucken: 

Konstruiert man in irgend einem Punkte der Determinantenfläche 
D(f)^\j welcher einer positiven Form f entspricht, die Tangentialebene an 
diese Fläche, so liegt im ganzen Bereiche der positiven Formen diese Fläche, 
abgesehen vom Berührungspunkte, vollständig au f der dem Nullpunkte abgeioandten 
Seite der Ebene. 

Indem wir diese Lage der Tangentialebene an /)(/) = const. durch 
einen Punkt f in bezug auf irgend einen zweiten Punkt g der Fläche in 
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eine Formel fasBen, kommen wir auf Grund der schon oben verwandten 
gleichzeitigen Transformation von / und g in Aggregate von Quadraten zu 



(40.) l(i?i+& + ...+ ^)>i/M^_^^« 



d. i. einfach zu der bekannten Ungleicimng zwischen dem arithmetischen und 
geometrischen Mittel von n positiven^ nicht lauter gleichen Größen. 

Kürzer können wir den Charakter der Fläche /)(/') = 1 noch dahin 
schildern: 

IHe Determinanten fiel che D(f)=l ist im Gebiete der positiven Formen 
überall konvex nach dem Nullpunkte zu. 



§ 9, Das Problem der dichtesten gitterförmigen Lagerung vo?i Kugeln. 

1. Für den Koeffizienten «n einer positiven reduzierten Form / 
haben wir stets 



wenn x^^x^^.-.x^ ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler >1 sind, und 
diese Ungleichung überträgt sich sofort auf beliebige Systeme von ganzen 
Zahlen x^^x^^ ... x,^^ die nur nicht sämtlich Null sind. Danach ist r^n die 
kleinste durch die Form f mittels ganzer, nicht sämtlich verschwindender 
Zahlen darstellbare Größe. Wir nennen diese Größe das Minimum der 
Form f und schreiben sie M{fy^ sie ist (wie die ganze reduzierte Form) 
offenbar eine Invariante der Klasse f. 

2. Aus den Ungleichungen (14.) und (15.) in § 5 (nach der Größen- 
folge von «u, ^221 ••• <^'«« und der oberen Begrenzung ihres Produktes mit 
Rücksicht auf die Determinante) entnehmen wir 

(41.) n{n>KOmy. 

Es ist nun durch Hermite die Frage nach dem präzisen Maximum der 
Werte dieses Quotienten gestellt worden. 

Korkine und Zolotareff) definierten: 

*) Mathem. Ann. Bd. 6 und Bd. 11. 
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Eine positive qiLadratische Form f mit n Variabeln soll eine extreme 
Form (ihre Klasse eine extreme Klasse) heißen, icenn bei den infinitesimalen 
Valvationen der Form der Quotient M(f) : ]//) rr\ niemals zunimmt. 

Da wir bei den Variationen durch bloße Multiplikation der variierten 
Form mit passendem Faktor den Wert des Minimums konstant erhalten 
können, so dürfen wir auch sagen: 

Eine positive Form ist extrem, wenn bei keiner infinitesimalen Variation der 
Form, welche das Minimum ungeändert läßt^ die Determinante abnehmen kann. 

3. Den extremen Formenklassen kommt eine bemerkensicei*te geo- 
met^nsche Bedeutung zu. 

Bringen wir eine positive quadratische Form f(x^^X2^ ...x„) auf die 
Gestalt 

so daß ^i,l2,...ln ^ reelle lineare Formen in Xi^X2^...x„ sind, und deuten 
^n I2, ... I» als rechtwinklige Koordinaten in einem Räume din von n Dimen- 
sionen, so können wir /< 1 als eine n-dimensionale Kugel vom Radius 1 
in diesem Räume bezeichnen. Ihr Volumen in li,^2?...^n ist 



rn= 



71^ 



■(1 + 1) 



Die Punkte Xi=i7ni^X2 = m2^...x„ = m^^ welche ganzzahligen Werten 
7rti,ryi2, ... m^ entsprechen, bilden in dem Räume 9t„ ein parallel^ipedisches 

Punktsystem (Gitter) mit der Dichtigkeit — -^^. Nämlich die einzelnen 
Parallelejnpede 



7/Ia — ^<:Xh< mf^ + ö" ^'*= * • ^' ••• "^ 



mit diesen Punkten als Mittelpunkten erßllen in ihrer Gesamtheit den 
Baicm dtn lückenlos, sind unter einander kongruent und enthalten jedesmal je 

einen Gitterpunkt bei einem Volumen je = yD(f). 

Die n-dimensionalen Kugeln vom Radius ^yM(f) um diese einzelnen 

Gitterpunkte werden nun, nach der Bedeutung von M(f), derart liegen, daß 
sie unter einander nur in Punkten der Begrenzung zusammenstoßen. Infolge- 
dessen wird insbesondere 
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(42.) uQ^mf)j<^D{f) 



gelten, eine Ungleichung, die den Charakter der Ungleichung (41.) trägt, 
aber jener vorzuziehen sein wird, wie i„ in § 5 festgesetzt wurde. 

Halten wir nun die Bedeutung der Koordinaten ^^Is, ...^» in 9t„ fest 
und variieren die Koeffizienten von / derart, daß M(f) unverändert bleibt, 
so bleiben diese Kugeln hier in ihrer Größe sowie in dem Charakter, nicht 
in einander einzudringen, erhalten, es ändert sich nur das parallelepipedische 
Gitter ihrer Mittelpunkte. 

n 

lyie Frage nach dem Maximum von M{fy.\ D{f) oder den extremen 
Formenklassen ist danach, geometrisch gefaßt, gleichbedeutend mit der Frage 
nach den dichtesten gitterförmigen Lagerungen von lauter gleichen Kugeln im 
Räume von n Dimensionen. 



§ 10. Bestimmung der extremen Formenklassen. 

Eine Reihe interessanter Eigenschaften der extremen Klassen haben 
bereits Korkine und Zolotareff nachgewiesen. Auf Grund der hier ent- 
wickelten Reduktionsmethode der positiven Formen läßt sich die Theorie 
der extremen Formen in sehr befriedigender Weise zum Abschluß bringen. 

1. Ich bezeichne eine reduzierte Form als eine extreme Form in 
bezug auf den reduzierten Raum^ wenn bei allen denjenigen infinitesimalen 
Variationen der Form, loobei die Form im reduzierten Räume verbleibt^ der 

Quotient — __: niemals zunimmt. 

}/D{f) 

2. Ist / eine positive Form und legen wir an die durch / laufende 
Determinantenfläche D (/) = const. im Punkte /' die Tangentialebene, so läßt 
nach dem Satze in § 8 diese Ebene die Fläche im Gebiete der positiven 
Formen (und vom Punkte / selbst abgesehen) ganz auf der dem Nullpunkte 
abgewandten Seite liegen. Also nimmt in dieser Tangentialebene beim Fort- 
gang vom Punkte f au^ die Determinante stets ab. 

3. Wenn nun / reduziert ist, aber 7iicht gerade eine Kantenform des 
reduzierten Raumes vorstellt, so können wir /' als Summe zweier positiven 
reduzierten Formen y, ^f darstellen, die nicht Vielfache von einander sind. 
Es seien dann 73*, i//* diejenigen Vielfachen von y, yj^ welche in die genannte 
Tangentialebene fallen, so liegt /' innerhalb der geradlinigen Strecke von 

32* 
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(p* nach tp*. Nun v:c7chst entweder beim Fortgang von /' ans nach einer Seite 
dieser Strecke hin der Koeffizient öTh, oder er i^t auf dieser ganzen Strecke 
konstant^ also wäre es immer möglich, / so zu variieren, daß D{f) abnimmt 

und gleichzeitig M{f) nicht abnimmt, mithin M(f):YD(f) wächst, und / 
wäre jedenfalls keine extreme Form in bezug auf den reduzierten Raum. 

Wir erhalten demnach das Resultat: 

Ei?ie extreme Form in bezug auf den reduzierten Raum kann nur eine 
Kantenform in diesem Räume sein. 

4. Jetzt sei /= (a^^t) eine positive Kantenform des reduzierten Raumes 
und extrem in bezug auf diesen Raum, und wir legen wieder die Deter- 
minantenfläche durch / und daran die Tangentialebene im Punkte f. Ist 
g = (i^j) eine beliebige andere positive Kantenform dieses Raumes und cg das- 
jenige Multiplum von g, welches in jene Tangentialebene fällt, so darf beim 
Fortgang auf der geradlinigen Strecke von / nach cg hin das Minimum 
weder zunehmen noch konstant bleiben, d. h. während 

ist, muß gleichzeitig cbti<cM(f') = an sein, oder also es muß 

^^^■'^ wum ^ "d^ ^"* > ^^ 

sein. 

5. Erfüllt andererseits eine j)ositive Kantenform f des reduzierten Raumes 
in bezug auf jede andere positive Kantenform g dieses Raumes die vorstehende 
Bedingung (43.), so ist in der Tat f eine extreme Form in bezug auf den 
reduzierten Raum. 

Denn für jede nicht wesentlich positive Kantenform g des reduzierten 
Raumes gilt diese Ungleichung (43.) ohne weiteres (vergl. die Ungleichung 
(40.)); für / selbst an Stelle von g gilt die aus (43.) durch Änderung des 
Zeichens > in = hervorgehende Beziehung; und nach der in (35.) ge- 
fundenen Darstellung jeder beliebigen reduzierten Form als Aggregat 2cg 
aus Kantenformen würde dann diese Ungleichung (43.) überhaupt für jede 
beliebige reduzierte Form g hervorgehen, die nicht ein bloßes Vielfaches 
von / ist. 
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In dieser Allgemeinheit aber besagt die Ungleichung (43.) in der 
Tat, daß bei jeder infinitesimalen Variation von /, wobei die variierte Form 
im reduzierten Räume verbleibt und auch nicht bloß auf dem Strahle vom 

Nullpunkte aus durch / sich bewegt, die Größe — -^ stets abnimmt. 

6. *So// nnn eine Klasse f eine extreme sein, so ist jedenfalls notwendig^ 
daß jede etnzel/ie in der Klasse vorhandene reduzierte Form eine extreme Foim 
in hezug auf den reduzierten Raum ist. Es gilt aber auch die Umkehrung 
hiervon und erlangen wir damit folgendes Charakteristikum der extremen 
Klassen : 

Eine positive Formenklasse f ist nur dann und immer dann eine 
extreme Klasse, wenn jede einzelne reduzierte Form der Klasse eine extreme 
Form in hezug auf den reduzierten Raum ist. 

In der Tat, es sei für die Klasse einer positiven Form f^J^a^^^x^x^ 
die hier genannte Bedingung erfüllt. Wir bestimmen jede existierende uni- 
modulare ganzzahlige Substitution S, welche f in eine reduzierte Form über- 
führt. Wir bestimmen weiter jedesmal für die sich durch die Substitution S 
ergebende reduzierte Form g = 2:bf,f,yf,y^ eine positive Größe Sg folgender Art: 
Das Gebiet aller Formen g* = ^(b,,j, + e^j^yf^y^^ für welche alle Beträge 
|^A*l<^s sind, soll, soweit es in den reduzierten Raum hineinfällt, dort nur 
solche Seitenwände dieses Raumes treffen, die auch g enthalten, und, außer 
auf der Kante vom Nullpunkte durch g, überall kleinere Werte der Funk- 
tion 3/ (/): yi>(/Ö als im Punkte g darbieten. 

Wir ermitteln endlich eine positive Größe d' derart, daß alle Formen 
2d^j,Xf,x^., wobei die Beträge Ic^Atl^J*' sind, durch die Substitutionen S nur in 
solche Formen 2f^t,y,^y^ übergehen, in denen dann die Beträge |fAÄ|<fs sind. 

Alsdann kann der ganze Bereich der durch f*=2(aMt+^f,k)^^h^k ißit 
den Bedingungen [(J^u-I^^ dargestellten Formen in den einzelnen, mit dem 
reduzierten Räume B äquivalenten Kammern Bg^i , denen f angehört, immer 
nur solche Wände treffen, die auch / enthalten, und kann daher nicht aus 
diesen Kammern fig-i heraustreten. Es gibt daher zu jeder solchen Form f* 
wenigstens eine von den Substitutionen S, welche sie gleichzeitig mit f in 
eine reduzierte Form überführt, und danach wird in diesem ganzen Bereiche, 
außer auf dem vom Nullpunkte aus durch / gehenden Strahl, die Funktion 

n 

M(f)\\lJ{f) stets kleiner als in / sein. 
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7. Diejenigen positiven Kantenformen auf der Fläche D(f)=sl^ welche 
den allergrößten Wert von a^ haben, repräsentieren notwendig extreme 

Klassen und bestimmen die präzise obere Grenze aller Werte von M(f) : VD(f). 



§ 11. Die binären, ternd'ren, quaternären Formen. 

Auf Grund der Ergebnisse des § 5 und § 6 können wir für jeden 
Wert n die Seitenwände und die Kanten des reduzierten Raumes angeben 
und können wir nunmehr auch alle extremen Formenklassen ermitteln. 

1. Man findet beispielsweise, daß in den Fallen /i = 2,3,4 bereits 
diejenigen Umjleichungen 

f(s^^ ^2, ... s„)>afi (/=i,2 ....), 



worin 5,= 1 tcnd die lihngen Zahlen 5a = ±1 oder zum Teil=0 sind, alle 
übrigen der Ungleichungen (L) nach sich ziehen. 

Nämlich aus diesen besonderen Ungleichungen läßt sich dann bereits 
allgemein 

f{m,^m^,...m,)>a,i 

für jedes beliebige ^ijstem'jDon ganzen Zahlen m^^m2^...m^^ wobei m^^ ^^/-i-i , . . . w, 
nicht sämtlich Null sind, erschließen. 

Da wir uns vorbehalten können, von den Substitutionen 

Gebrauch zu machen, genügt es, die hiermit behauptete Tatsache für den 
Fall einzusehen, daß nii^m^^ ... m„ sämtlich >0 sind. Andererseits dürfen 
wir bei dem Nachweis dieser engeren Tatsache die entsprechenden Un- 
gleichungen für die kleineren Werte des n bereits als sichergestellt annehmen, 
sodaß wir überhaupt nur noch Werte m^^m^^ ...7n„^ die sämtlich >>0 sind, 
und dabei den Index l=n in Betracht zu ziehen brauchen. 

Unter den positiven Werten ?7i,, m2j ... m,^ sei m^ der letzte v>on kleinstem 
Betrage. Wir setzen i/,^ = rn^, wenn h^j ist, und ?/y = 0, dabei wird immer 

sein, und die n Argumente vx,^ — u,^ erscheinen gegenüber den Argumenten w* 
verringert bis auf eines, das unverändert geblieben ist. Nun haben wir: 
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/■(/n, , wjj , . . . fli,) -/■(?«, — ?/„ Wj - M„ .. . w„ - «,) 
= m^(/(l, 1,... l)-a^.) + 2 -^ (»«,-w>^ ^ er«, 

und die rechte Seite hier erweist sich darch f{l,\,...V)'>a^ und durch 
die Ungleichungen Oji» + 2««>0 in Anbetracht von ?j<4 als >0, sodaß 

folgt. Damit ist hier eine Rekursionsformel gewonnen, die durch einen 
Induktionsschluß sofort den verlangten Beweis liefert. 

2. Stellen wir eine Form / durch das quadratische Schema ihrer 
Koeffizienten dar, so sind in den Fällen n = 2 , 3 , 4 die positiven Kantenformen 
mit M{f) = 2: 



2,1 
1,2 



2,1,1 
1,2,1 
1,1,2 



2,1,1,1 
1,2,1,1 
1,1,2,1 
1,1,1,2 



1 


2,0,0,1 


1 

'■ 

und 


0,2,0,1 
0,0,2,1 




1,1,1,2 



sowie die diesen (iquivalenten reduzierten Fonnen; die bezüglichen Deter- 
minanten sind 

3, 4, 5 und 4. 

Alle diese Formen sind extreme Formen. Im vierdimensionalen Räume 
existieren danach zwei wesentlich verschiedene dichteste gitterformige Lage- 
rungen von lauter gleichen Kugeln. 

Die nicht wesentlich positiven Kantenformen erhält man bei der 
Schreibweise hier aus den positiven Kantenformen für die geringeren Variabein- 
zahlen durch Vorsetzen so vieler aus lauter Nullen bestehender Horizontal- 
und Vertikalreihen, daß quadratische Systeme von n Reihen resultieren. 

3. Auf die Fälle n = 5 und n = 6 bin ich in einem Aufsatze dieses 
Journal Bd. 101 eingegangen. Für n = b haben Korkine und Zolotareff die 
extremen Formenklassen in den Math. Ann. Bd. 11 bestimmt. 



§ 12. Volumen des reduzierten Raumes bis- zur Determinantenf lache. 

Unter dem Volumen eines Bereichs in der Mannigfaltigkeit A der 
quadratischen Formen verstehen wir den Wert des ^ ,7" - - fachen Integrals 



252 Minkowski j Diskontinuitätabereich für arithmetische Äquivalenz. 



yy ...yrff/„rff/i2 ... rfa„„, 



erstreckt über diesen Bereich. 

1. Es sei D irgend ein fester positiver Wert. Wir wollen den Satz 
beweisen : 

Dasjenige Gebiet B(D) des reduzierten Rauines^ in welchem D(f)<D 
gilt, welches also in bezog auf die Determinantenfläche D(f)=^J) auf der 
Seite des Nullpunkts liegt, besitzt ein bestimmtes endliches Volumen. 

Da die einzelnen Gebiete dieser Art, welche zu verschiedenen Werten 
D gehören, unter einander homothetisch vom Nullpunkte aus sind, so wird 

das fragliche Volumen einen Ausdruck v^D ^ haben, wobei v^ eine nur von 
n abhängende Konstante sein wird. 

2. Wir bezeichnen mit B{D^ s) den Teil des reduzierten Raumes, worin 

D(n<D, a,,>e 

gilt, unter s eine positive Größe verstanden. Diese Ungleichungen in Ver- 
bindung mit den Ungleichungen 

(44.) ^11 5 ^22 <-<ann, ±2a,,<cf,, (A<X), 

(45.) A, rt n (f22 • • • cf,„ <D(f) 

für eine reduzierte Form liefern obere Grenzen für die Beträge aller Koor- 
dinaten in B(D,e)^ und kommt daher diesem Bereiche B(D^f) ein be- 
stimmtes endliches Volumen zu. 

3. Ist nun €>6*>0, so umfaßt B(D^b*) das Gebiet B(D,e) und 
in der Partie, mit welcher £(/),«*) über B(D^e) hinausragt, gilt erstlich: 

6*<r/n<f, |^^,jt(<2^'ii(^' = 2,3,...n), ((i2>0, 

"" '' da, — ' 



'11 

n 



und ist darin zudem ^Saf^j^x^x^ eine Form von n — 1 Variabein mit der Deter- 

minante ^ '^ , welche alle Bedingungen einer reduzierten solchen Form erfüllt. 

Nehmen wir nun das zu beweisende Resultat als bereits sichergestellt 
für den Fall von n — 1 Variabein an, so vergrößert sich hiernach beim Über- 
gang von B(D^€) zu B(D^ «*) das Volumen dieses Bereichs gewiß um 
weniger, als der Wert des Integrals 
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^/art.„_,(^-5--yrfa„ 



über den Bereich 0<^ii<« beträgt, d. i. um weniger als 

nxl 

Daraus folgt, daß das Volumen von B(D,e) mit nach Null ab- 
nehmendem e einer bestimmten endlichen Grenze zustrebt, ivelche eben das 
Volumen von B(^U) definiert. 

Nachdem so die Existenz der Konstante v^ erwiesen ist, können wir 
hinzusetzen: 

Das Volumen von .B(J)^ e) ist 

n+l o+l n n 

(46.) <t^nß"'" ^^'irf >v^D^--vyD\ 

. 1 -- 

wo v^ zur Abkürzung für - f „_i k^ ^ steht. 

4. Wir bemerken ferner: 
Das durch 
(47.) D < D(f) < D% an > e 

definierte Gebiet des reduzierten Raumes, wobei Q<iD<iD* und * > sei, 
hat ein Volumen, das 

n 

(48.) <t;A/)*'-i)0 und >(i;,~i)A)Cö* ^ --ß U 

ist. 

Das Gebiet (47.) nämlich ist ganz enthalten in dem Teile 

D<IKf)^U' 

des reduzierten Raumes, woraus die obere Grenze in (48.) hervorgeht. 
Andererseits enthält jenes Gebiet ganz das Gebiet 



yD-}/D{f) 

des reduzierten Raumes. Das Volumen des letzteren Gebiets ist das 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 33 



254 Minkowski, Diskontinuitätsbereich für arithmetische Äquivalenz. 

vD* ^ — D ^ ):D ^ -fache des Volumens des Gebiets 
(49-) ^(/)<^, ^^^^ 



vom reduzierten Räume, da die durch die letzteren Bedingungen bei festem & 
und verschiedenen Werten D definierten Gebiete homothetische Kegel vom 
Nullpunkte aus darstellen. Das durch (49.) bestimmte Gebiet des reduzierten 
Raumes endlich enthält ganz das Gebiet B(D^ e), woraus die untere in (48.) 
genannte Grenze hervorgeht. 



§ 13. Verwendung Dirichletscher Reihen. 

Wir werden nunmehr zur Ermittlung des Volumens v^ wesentlich 
diejenigen Methoden heranziehen, auf welche Dinchlet die Bestimmung der 
Klassenanzahlen in der Theorie der binären Formen gegründet hat. Wir 
werden an Stelle des Volumenintegrals über den Bereich B(iy) das Integral 
einer gewissen Funktion über diesen Bereich betrachten, welche in einem 
überwiegenden Teile dieses Bereiches angenähert gleich 1 ist, und vermöge 
des Ausdrucks dieser Funktion wird eine ZurückfUhrung der Bestimmung 
von v^ auf diejenige von v^^^ gelingen. 

1. Es seien b^G und a positive Größen ; wir werden schließlich unter 
Forderung eines gewissen Zusammenhanges unter ihnen G über jede Grenze 

wachsen, e und a nach Null abnehmen lassen. Wir setzen bereits o<^-^ 

Gz>s und etwa *<1 voraus. 

Wir haben es hier mit dem folgenden Ausdrucke zu hm: 



(50.) *00 = a(/)(/)) 



1+2 

2 n 



(/(^M---^n))' 



n 
rr + a 



Darin bedeute f(x^^ ... x„) = JSa^iX^Xj, eine positive reduzierte quadratische Form 
von n Variabein ^ ^(f) ^hre Determinante und die Summe soll über alle die- 
jenigen Systefne von ganzen Zahlen x,,...a:„ erstreckt werden, welche die Un- 
gleichungen 

(51.) ^</(a;i,...0<^ 

erfüllen und wobei x^^...x^ keinen gemeinsamen Teiler >1 haben. 
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2. Es bedeute andererseits V(f) den Wert des Ausdrucks (50.), wenn 
darin die Summe ausnahmslos über alle existierenden ganzzahligen Systeme 
Xi^...x^ erstreckt wird, welche den Bedingungen (51.) gentigen. Wir lassen 
also bei der Definition von W{f) die Bedingung fallen, daß Xi^.^.x^ relativ 
prim sein sollen. 

Wir erinnern noch an die in § 7, 1 gefundene Tatsache: 

Sind Xi^ ...x„ ganze Zahlen +0,...0 und ist darunter x^ die letzte 
von Null verschiedene Zahl, so fällt dafür 

/{Xi , . . . X^J > A„ a^^ 

aus. 

3. Die Untersuchung des Ausdrucks W(f) gründen wir auf folgende 
Tatsachen. 

Deuten wir a^j , . . . a;„ als Koordinaten eines Punktes in einem n-dimen- 
sionalen Räume 91., so stellt 

(52.) f(x,,...x:)<:T, 

wenn T eine positive Konstante ist, das Innei^e eines n-dimensionalen Ellipsoids 
in diesem Baume vor. Das Volumen in .ri,...ar„ hat für dieses Ellipsoid 
den Wert 



wobei 



(54.) y, = 



- f"! 



<'+J) |(|-0-(|-M) 



das Volumen einer ?i-dimensionalen Kugel vom Radius 1 vorstellt (vgl. § 9). 
Wir bemerken ferner, daß der Würfelbereich 

(ob.) -2^^* = 2' ••• ■" 2-^'"= 2 

den Ungleichungen (44.) zufolge völlig in das Ellipsoid 

(56.) f(x, ,...x„)< -^— tl) a„, 

zu liegen kommt 

33* 
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Auf Grund dieser Umstände erhalten wir eine approximative Be- 
stimmung für die Anzahl derjenigen ganzzahligen Systeme (Gitterpunkte) 
Xi^..,x„^ welche die Bedingung (52.) erfüllen. 

Wir konstruieren nämlich um jeden einzelnen der betreffenden Gitter^ 
punkte als Mittelpunkt einen Würfel mit Seitenflächen parallel den Koor- 
dinatenebenen und von der Kantenlänge 1, d. i. jedesmal den Würfel, der 
durch Parallelverschiebung des Würfels (55.) vom Nullpunkte nach dem 
betreffenden Gitterpunkte entsteht. 

Da wir jeden dieser Würfel durch ein dem Ellipsoide (56.) homologes 
EUipsoid umschließen können, fällt der gesamte Bereich dieser Würfel völlig 
in das Gebiet des Ellipsoids 

hinein. Alle jene Würfel dringen nicht gegenseitig in einander ein and sind 
je vom Volumen 1. Danach ist die Anzahl der fraglichen Gitterpnnkte sicher 



VW) 

Wir schreihen zur Ahkilrzang 



WÄV^ + f—Q—^'''') • 



•.{(i+/"-^)'-i)-.. 



und wir können behaupten: 

Die Anzahl der ganzzahligen Auflösungen von 

m,...x:)<:T 

ist, wenn T>X^a^^ ist, sicher 



1 n-l- 



Andererseits überzeugen wir uns davon, daß die vorhin konst7*uierten 
Würfel, falls T> ^^^^"*" ^ a^^ ist, gewiß das Gebiet des kleineren Ellipsoids 



/(a:.....:rO<(Vr-l^^aJ 



8 
völlig überlagern, und hieraus leiten wir die folgende andere Tatsache her: 
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Die Anzahl der ganzzahligen Auflosungen von 

isty wenn T^X^a^^ isi^ sicher 

(58.) > ^_.- {y^ r^ - y^C,^ aj T^) . 

Aus den beiden in (57.) und (58.) enthaltenen Grenzen entnehmen 
wir weiter: 

^^^ ^^K^nn ^^d t ein Wert > 1, 50 liegt die Anzahl der gaiizzahligen 
Systeme Xi^ .,. x^ , welche die Ungleichungen 

befriedigen, jedenfalls innerhalb der zwei Grenzen 

(59.) ^ j^^^ (y,(/^_ i)2'^±x,(f''^+ l)(KaJ t"-^). 

4. Wir fassen zunächst diejenigen Glieder aus V{f) zusammen, in 
denen f>K^nn ^'^^ c/c/ie?«* jedenfalls auch />« ist. Es sei T^ die größere 
der zwei unteren Schranken b und i„a„„ (bezw. ihr gemeinsamer Wert). 
Auf die letzte Angabe gestutzt, können wir das ganze Aggregat der be- 
treffenden Glieder aus ¥^(/) sofort in zwei Grenzen einschließen. 

Es sei G>k^a„^. Wir setzen G = TJ^ sodaß der Exponent / eine 
positive ganze Zahl und der Wert if>l wird, und wir teilen das Intervall 
2;</<Ö durch Einschalten von Tj,...TJ-' in die /Intervalle 

2\<f<:Tj,...TJ''^f<G. 

Wir bestimmen für die einzelnen Intervalle nach (59.) eine obere 
(bezw. untere) Grenze der Anzahl der ganzzahligen Systeme Xi^...x„^ für die / 
in das Intervall fällt, und ersetzen in den Nennern der betreffenden Glieder 
aus V{f) die Größe f(x^ , . . . ä:J durch die untere (bezw. obere) Grenze des 
Intervalls. Dadurch erhalten wir eine obere (bezw. untere) Grenze für jenes 
Aggregat aus V(f). 

Wir finden zunäclist, daß jener Anteil aus V{f) 

I 



^«"•'4"(9^^ " ^'^^''^^^ '^^^ "^^ ~ ^"") 



'(0(0) 



ist. 
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5. Es sei D eine feste positive Größe. Wir denken uns au<jenblicklich f 
speziell im Bereiche B (D , t) gelegen. Dann ist also «n^f und aus (44.) 
und (45.) folgt 



K^^<:D(f)<D, M<i„« 



D 



««--^ ^n— 1 • 



Wir verfügen hei dem beabsichtigten Grenzprozesse 

(61.) lim€ = 0, limcy = 0, \\mG=oo 

über a^t^G derart^ daß dabei 

(62.) lim 6*^ = 1, lim 0-^ = 

wird. Alsdann wird auch lim T^ = l sein. 

Ferner können wir / als ganze Zahl abhängig von e , o und G noch 
derart einrichten, daß hierbei 

1 al 



hgt a (log G— log Tn) 

nach unendlich, aber , — - nach Null konvergiert Dann konvergiert also log/ 

nach Null, mithin t nach 1 . Infolge dieser Umstände konvergiert der Term 
mit x^ in (60.) nach Null. In dem ersten Term mit dem Koeffizienten y, 
ist der Faktor 



n 

n 
— a 

2 ' 



ö(<'— 1) _n ,a**2 



wo ^ einen Mittelwert zwischen 1 und t bedeutet, und konvergiert dieser erste 

Term in (60.) nach ^ y^. 

Die analog herzustellende untere Grenze des fraglichen Anteils aus 
V(f) wird von dem Ausdrucke (60.) her dadurch gewonnen, daß der zweite 
Term subtraktiv statt additiv genommen und beiden Termen noch der Faktor 

t ^ hinzugesetzt wird. Es leuchtet ein, daß unter den angegebenen Vor- 
aussetzungen diese untere Grenze ebenfalls nach dem Werte ^ y^ konvergiert. 

6. Wir haben iveiter diejenigen Tei^me des Ausdrucks V(f) abzuschätzen, 
in welchen f zwar >f, aber <iK^fnn ausfällt. Da die Konstante K<i^ wd 
au das Minimum von /ist, wird in allen Gliedern von ¥^(/) stets f>K<^\\ ^^^^ 

Wir nehmen alle diejenigen Glieder au^ ^(f) zusammen, soweit solche 
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überhaupt vorhanden sind, in ivelchen 






I / V^l ? • • • ^n) "^ ^n ^A+1, A+ 1 



gtlty wobei h eine der Zahlen 1, 2, ... n— 1 sein kann. Es sei 2\ die größere 
der zwei Größen A^a^*?« bezw. ihr gemeinsamer Wert. Wegen f<ZK^h+uh^i 
müssen hierbei notwendig Xf.^^, ...x^ sämtlich Null sein; das ganze Aggregat 
der in Rede stehenden Glieder ist daher sicherlich kleiner als der Wert der 
unendlichen Reihe 



a(D(f)y^^^:s ^ 



n 



(fi^u ...^A,0,...0)) 
erstreckt über alle vorhandenen ganzzahligen Systeme x^y,..x^^ bei welchen 

T,^f(x,,...x,,0,...0) 
ist 

Wir übertragen das in der Formel (59.) entwickelte Resultat auf den 

Fall von Formen mit h Variabeln, und wir finden die Anzahl derjenigen 

ganzzahligen Systeme Xi,...x^^ für die eine Einschränkung 

TJ^f(x,, ... X,, 0, ... 0) < Tj^^' o^«o 

statthat, unter t eine fest angenommene positive Konstante (etwa 2) verstanden, 
kleiner als eine Größe 



r«llflf22"- CLhh 



worin y^ eine gewisse nur von h abhängende positive Konstante vorstellt. 
Das Aggregat der in Rede stehenden Terme ist dann sicher 



(l— -;^^ — ) Th ^ '' Von 022 ••• a,,h 



t 2 

Hierin machen wir im Nenner von 
Gebrauch, und mit Rücksicht hierauf kommen wir sogleich zu dem Ergebnisse: 
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Das Aggregat alle?' Terme in V(f), tvelche den Bedingungen 

entsprechen, ist 

(63.) < fi^ — f- -;rrr- , 

« «11 

woriJi fi^ eine gewisse nur von n abhängende Konstante bedeutet. 

7. Wir setzen jetzt toieder die Form f speziell im Gebiete B(J)^b) 
gelegen voraus, so daß /)(/)</), «n>« ist Wir verfugen über a im Zu- 
sammenhang mit B noch so, daß für lim 6 = auch 

limr"^^=0 



ita (°A = 



wird. Dabei wird von selber auch 

log(0 = ((;r^)(£^logf) 

nach Null, also e'' nach 1 konvergieren. Der vorstehende Ausdruck (63.) 
wird nunmehr für die Form / nach Null konvergieren, und wir gelangen 
zu dem Resultate: 

Liegt f im Gebiete B (/), «), so läßt sich der Wert von V (f) in zwei 
Grenzen einschließen, die unter den Voraussetzungen 

(64.) lim 6 = 0, limr-|')=0, lim (?-^=0 

beide zugleich nach dem Weihte ^y„ konvergieren. 

8. Es sei immer noch f speziell in B^D^e) gelegen. Um von dem 
Ausdrucke V(f) zu dem für uns eigentlich notwendigen Ausdrucke *(/) 
zu kommen, wollen wir mit V^ den Wert des Ausdrucks (50.) bezeichnen, 
wenn darin die Summe über alle solchen, den Bedingungen ^^f<ZG ent- 
sprechenden ganzzahligen Systeme ^i,...^« erstreckt wird, bei denen Xi^...x^ 
sämtlich durch eine bestimmte positive Zahl d teilbar sind. Bei Werten rf, 
für welche d^e>G ist, wird es Systeme x^^...x^ der eben bezeichneten Art 
überhaupt nicht geben und ist daher ¥^^=0 zu setzen. Die vorhin behandelte 
Stimme V^(f) kommt auf die Summ£ W^ hinaus. 
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Wir gelangen nun von]!Pi zu der von uns gesuchten Summe *(/), 
indem wir, der Reihe der Primzahlen 2, 3, 5,... folgend, aus dem Aggregate 
¥^1 sukzessive alle diejenigen Terme aussondern, in denen ^i, ••.^„ sämtlich 
durch 2, oder doch sämtlich durch 3, oder doch sämtlich durch 5, usf. 
aufgehen.*) 

Danach ergibt sich 



(65.) *(/•)= ¥>•,- !P,-.(¥^3- y;0-(^5- ^10- ^15+ ¥^3cO- 



• • • 



Die Bildung dieser Reihe ist am besten dahin zu beschreiben, daß 
das über alle Primzahlen je) = 2, 3,5,... zu erstreckende unendliche Produkt 

(66.) /7(l-i) = l-l-(i~l)-.(l-i^-3L + 

entwickelt und jedem in dieser Entwicklung auftretenden Gliede ±^ ein 

Glied ± ^a ^^^^ dem nämlichen Vorzeichen + in der Reihe (65.) zugeordnet wird. 

Es sei hier Ä = n + 2(T, so ist die Reihe (66.) absolut konvergent 
und ihr Wert das Reziproke der über alle positiven ganzen Zahlen erstreckten 
Summe 

(67.) ^^>l + ^+^+47 + -. 

Setzen wir in den Gliedern von V^ die Variabein x^^^dy^ an, so 
wird darin /G^i, ...O^^^/CVn ••• ^n)? in^d da f m B{D^a) liegen soll, das 
Minimum von / also nach Voraussetzung > b ist, so haben wir in W^ die 
Summation Über alle ganzzahligen Systeme ?/i, ... y„ zu erstrecken, flir welche 



d' 

wird. 

Wir denken uns nun cT als ganze Zahl, abhängig von a, derart 
gewählt, daß die Summe der Beträge aller derjenigen Glieder in (66.), 
welche Werten d>d* entsprechen, beliebig nahe an Null liegt und daß 
andererseits unter den Voraussetzungen (64.) auch lim (rf*'') = 1 wird. Alsdann 
haben wir nach dem Ergebnisse in 7., wenn d<Cd* ist, unter den Voraiis- 



*) Vgl. hierzu Lipschitz^ Über die asymptotischen Gesetze von gewissen Gattungen 
zahlentheoretischer Funktionen, Monatsbericht der Berliner Akademie 1865, S. 174. 

. Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 34 
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Setzungen (64.) jedenfalls 

Wenn aber d';>d* ist, so gilt zum mindesten die Relation 

Mit Rücksicht auf diese Umstände folgt offenbar unter jenen Voraus- 
setzungen 

(68.) iini*(/0 = |y.limy7(l-^)=|g-. 

Damit sind wir zu folgendem Ergebnisse gelangt: 

Fii?' alle Formen f im ganzen Bereiche B(J)^ t) liegt der Wert der 
Funktion *(/) zwischen zwei Grenzen ^ die unter den Voraussetzungen (64.) 

beide zugleich 7iach dem Werte ö-^ konvergieren. 

9. Es habe jetzt das Minimum «n von f einen beliebigen Werty so 
können wir für das Aggregat derjenigen Glieder in V(f)y bei welchen außer 
«^Z* noch K^nn^f 9'^^lj durch (60.) eine Konstante v^ als obere Grenze 
bestimmen, und für das Aggregat der übrigen Glieder in W(f) besteht die 
obei^e Grenze (63.). Diese oberen Grenzen gelten um so mehr für den Wert 
der Summe *(/), und wir finden: 

Es ist stets 



2^n 



(69.) <*(/)< ^t, ^?%- + K, 



7 + a 



worin fi^ und v^ zwei positive^ nur von n abhängende Konstanten vorstellen. 
10. Es sei jetzt ö eine positive Größe < « und tvir betrachten das 
^^9 'fache Integral 

(70.) Jid) =//. . .y* (f)da,, da,, ... da,^ 

der in (50.) definierten Funktion *(/), erstreckt über den durch 

bestimmten Teil B(Dy ä) des reduzierten Raumes. 
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Nehmen wir zunächst (J = f , so ergibt das Resultat aus 8. in Ver- 
bindung mit den Sätzen aus § 12, daß unter den Voraussetzungen (64.) 
jedenfalls 

limJ(0 = |^t;;Z)'^ 

ist. 

Nun sei ^<C^^ so benutzen wir dazu noch in dem Gebiete, mit 
welchem der Bereich B^D^ft) über B{D^e) hinausragt, für die Funktion 
*(/) die obere Grenze (69.). Das Volumen jenes Zusatzgebietes ist nach 

§ 12 sicher <:^\^^/)^ Im ersten Term von (69.) ersetzen wir {D(f)y 

a 

durch die obere Grenze /)"; andererseits ermitteln wir eine obere Grenze 
für das ^^.-— -fache Integral 



/J''\f—M-^^ndaii...da„^, 



«I, 



erstreckt über den ganzen Bereich i?(i), (J), indem wir ähnlich wie in § 12 
vorgehen. Indem wir die Integration nach «22, «23? ••• öj«» wnd zwar zunächst 
über die Flächen -~^ = konst. ausführen, ferner nach «12,. ••^m integrieren, 
finden wir das betreffende Integral (vgl. § 12, 3) 






über den Bereich 



< Kdn < /^, < A,«„ c<7 n 



erstreckt Das Doppelintegral hier wird 



«+1 !Lhl+ ' 



^ ^'-> (£) VI «»' ''«■> =^ ^'- (£) 

Berücksichtigen wir nun, daß im ersten Term von (69.) noch dei* 
Faktor — ^ — auftritt, der unter den Voraussetzungen (64.) nach Null hon- 



2+^ 



ve7*gtert, so können wir endlich den Satz aussprechen: 

34^ 
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Das Integral J(ß)i über den Bereich B(D, S) erstrecktj wobei d be- 
liebig <6 istj liegt zxcischen zwei Grenzen^ die unter den Voraussetzungen 
(64.) beide nach dem Werte 

konvergieren. 



§ 14. Ausicertung des Volumens. 

Auf Grund dieses Satzes können wir jetzt die Berechnung von v^ 
auf die Berechnung von t;„_i zurückführen. 

1. Sind Pi^P2^ '*'Pn w ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler >1, so 
kann man stets dazu ganzzahlige unimodulare Substitutionen P mit diesen 
Zahlen als erster Vertikalreihe finden. Ist Py eine erste solche Substitution, 
P eine beliebige Substitution dieser Art, so hat die Substitution P^^P als 
erste Vertikalreihe die Zahlen 1 , , ... wie die identische Substitution, und 
können wir jedesmal in bestimmter Weise P=PiiQR setzen, so daß Q die 
erste Variable völlig ungeändert läßt, also in Q auch noch die erste Hori- 
zontalreihe 1,0,... ist und'/? eine Substitution vo7i der Gestalt 

wird. 

2. Nun mögen t^G^ o und cy<f wie in § 13 vorausgesetzt sein, 
und / sei eine Form im Bereiche B{p^ö). Sodann seien 7)1,7)2, ..p« solche 
ganzen Zahlen ohne gemeinsamen Teiler >1, daß 



(72.) ^f^flPx,lh,'^^Pn) = K<0 

wird. Wir führen Py? P? ör ^ wie soeben ein. Die durch P=PoQÄ aus/ 
hervorgehende Form hat 6n als ersten Koeffizienten. Wir schreiben diese 
Form 

(73.) <P=^iu3/A2/.= ^iGi + ^2/2 + --- + f^",vO+V'^ 



11 "11 



(74-) V^--^222/2 + 2C232/22/3 + - + ^n.yn, 

wobei 

(75.) Cj,^ = bj,i, j^ CA^*;Ä,t = 2,3,...i.) 
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gesetzt ist Die Determinante von yj wird dabei 

Wir können zunächst Pq irgendwie unimodular mit Pi,p2, -"Pn «^ 
erste?* Vertikalreihe gewählt annehmen, sodann Q derart bestimmen, daß die 
jFan?i ^ (^2? 2/31 ••• 2/n) ^'on n — 1 Variabein als solche reduziert wird, also 
gewisse nach § 5 and § 6 in endlicher Anzahl anzuweisende lineare Un- 
gleichungen 

(76.) -2"m;UtCAit>0 (»,*=2,3,...n) 

erfüllt, wobei im allgemeinen für Q die Wahl zwischen zwei entgegen- 
gesetzten Substitutionen Q*, — Q* sein wird. Weiter können wir R so be- 
stimmen, daß alle Ungleichungen 

(77.) ±*f<|,...±f-'"<J- 

eintreten^ und endlich können wir uns noch zwischen Q* und — ö* derart 
entscheiden, daß 

(78.) 6,2 >0 

wird. Durch die vorstehenden Forderungen sind dann Q, R und damit auch 
P=P^iQR in dem Falle eindeutig bestimmt, wo in keiner der dabei zu be- 
trachtenden Ungleichungen (76.), (77.), (78.) sich das Gleichheitszeichen 
einstellt 

3. Jetzt sei & ein positiver Wert < 3 und wir fassen für (p den Bereich 
aller derjenigen Formen ins Auge, bei welchen 

(79.) «<6ii<ö, D{(p)<.D, ^<C22 

ist und zudem alle Ungleichungen (76.), (77.), (78.) bestehen. 

Das Minimum einer nach (73.), (74.) dargestellten Form (p ist gewiß 
nicht größer als das Minimum der binären Form 

611(2/1 +^2/2) +^22 2/^ 



und letzteres Minimum ist (vgl. § 5, 1.) ^^^^jb^^c^. Soll (p einer Form/ 
\vlB{PjÖ) äquivalent sein und (72.) gelten, so ist daher notwendig 



266 Minkowski, Diskontinuitatshereich für arithmetische Äquivalenz, 

und (p kommt sicher in den obigen Bereich zu liegen j wofern wir d= -- 

voraiLSsetzen, 

Andererseits ist eine beliebige darch (p mittelst ganzer, nicht sämtlich 
verschwindender Zahlen yny2?---y« darstellbare Größe entweder >C22>^, 
weil C22 das Minimum von \p ist, oder, wofern dabei 1/2, ...j/m sämtlich Null 
sind, doch ^6ii>«>^>^- Danach fallen die zu den Formen (p des obigen 
Bereichs äquivalenten reduzie7ien Formen f sicher stets in B(^D,&) hinein. 

Für die Koeffizienten ^n, 622? ••• ^n« in y sind gewisse obere, bloß 
von t^G^&^D abhängende Grenzen angebbar, und kommen dadurch bei 
gegebenen Werten dieser Größen von vom herein nur eine endliche Anzahl 
unimodularer ganzzahliger Substitutionen P in Frage, durch welche eine 
reduzierte Form f m B(D,&) in eine den Bedingungen (76.), (77.), (78.), 
(79.) entsprechende Form y übergehen könnte. 

Danach verteilt sich der obige Bereich der Formen q> ganz auf eine 
endliche Anzahl der mit dem reduzieiien Baume B äquivalenten Kammern Bp. 
Angenommen ferner, (p fällt weder auf die begrenzenden Seitenwände dieser 
Kammern noch auf eine der durch die Gleichheitszeichen in (76.), (77.), 
(78.) angewiesenen Flächen; dann ist einerseits die zu (p äquivalente redu- 
zierte Form / sowie das Paar entgegengesetzter ganzzahliger unimodularer 
Substitutionen P, — P, durch welche /" in y übergeht, eindeutig bestimmt; 
und andererseits gibt es auch keine von P und — P verschiedene ganzzahlige 
unimodulare Substitution P* mit der nämlichen ersten Vertikalreihe wie P 
oder — P, durch welche / in eine andere^ ebenfalls allen jenen Unglei- 
chungen (76.), (77.), (78.), (79.) genügende Form cp* überginge. 

4. Wir bilde?} nun das 9 - fache Integral 



1 . a 



(80.) K(9) = ff"-f2a^J^^^^dK,db,, ...rf6„„ 



1 1 



erstreckt über den ganzen, durch die Ungleichungen (76.), (77.), (78.), (79.) 
definierten Bereich. Aus den soeben entwickelten Tatsachen geht dann 
folgendes Verhältnis dieses Integrals zu dem in (70.) eingeführten Integrale 
J((T) hervor: 

Wir habe?!, wenn (^<i€ ist: 

(81.) 'W<A'( Ig) <<!§). 
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Um das Integral K(&) auszuwerten, führen wir zunächst Cj,, C23, ... c^n 
anstatt ^22, 623, ... 6ni. gemäß (75.) ein, wobei die zugehörige Funktional- 
determinante den Wert 1 hat, sodann bewerkstelligen wir die Integration 
nach C22, C23, ... c^ und zwar zunächst über Fläclwi konstanter Detetmninante 
von yj und hernach fUr alle in Betracht kommenden Werte C dieser Deter- 
minante, endlich leisten wir auch die Integration nach &12, ...6],. 

Übertragen wir das in § 12 (47.) und (48.) dargestellte Ergebnis 
auf den Fall von n — 1 Variabein, so erhalten wir auf diese Weise als eine 
obere Grenze für K(ß) den Wert 



über den Bereich 



erstreckt, d. 1. 






«<6„<0, 0<6„C<;/) 



n+ 1 + 



n 



Sodann haben wir eine untere Grenze für das Integral K(&), welche atis 
dieser oberen Grenze durch Verminderung um 



fabi ^ '"""rfön fC'a' Vn^,d{(?) 



entsteht; letzterer Ausdruck ist 

(83.) =_^_£j_,Z)^^_^^'^-^^^ 

und konvergiert für &<,-t-vt ^^^^d unter den Voraussetzungen (64.) nach Null. 

Auf Grund der Ungleichungen (81.) und des in § 13, 10. fest- 
gestellten Satzes über das Integral J{S) gelangen wir nun durch Ausführung 
des Grenzprozesses (64.) zu folgender Rekursionsformel: 

Da t\ = 1 ist, erhalten wir unter Einführung des Wertes von y„ (vgl. (54.)) 
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diese Bestimmung voii v„: 

, ^l)Kl)-r(f) . , , 

Darin bedeutet F das Zeichen für die Gammafanktion und St steht für den 
Wert der nnendlichen Reihe 

1+1+1+1+.... 

' 2* 3* 4* 



§ 15. Maximale Dichte bei gitterförmiger Lagerung von Kugeln. 

Von der Bestimmung des Volumens v^ machen wir eine Anicendung 
auf die Frage dei' dichtesten Lagerung von Kugeln im n-dimensionaleii Räume. 

Nehmen wir an, der größte Wert, den das Minimum M(f) bei den 
sämtlichen positiven Formen / von der Determinante 1 überhaupt erreicht, 
sei p^, so enthält jede positive Formenklasse / von einer Determinante <1 
wenigstens eine Form 

wobei 

/)(/•) = &„ Det.(v/)<1 

und \\) eine reduzierte Form der n-\ Variabein y%^..*yn ist. 

Das über den hierdurch definierten Bereich von Formen ip erstreckte 

'^ -fache Integral 

ff'-ldb,,db,^'''db,. 



wird infolgedessen mindestens so groß, ja, wie man leicht erkennt, größer 
als das Volumen des reduzierten Raumes der Formen mit Determinanten 
<1 sein. Diese« Integral hier findet sich 
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Daraas folgt 



1 1 

(86.) 2^(>n ;'«>2„-i>'^n. 

Wir können dieses Resultat folgendermaßen aassprechen: 

Im n-dimensionalen Räume gibt es sicher solche parallelejnpedtsche 
Lagerungen von lauter kongruenten Kugeln^ daß der von den Kugeln erfüllte 

Raum mehr als das ^^^i:]^ S„- fache des ganzen unendlichen Raumes beträgt. 

Dazu bemerken wir, daß bei einer „tetraedrischen"" Schichtung von 
Kugeln, welche der jedenfalls extremen Form 

entspricht, genau der 



._ "^ -te Teil 



7n „ 



des unendlichen Raumes durch die Kugeln ausgefüllt wird, welcher Anteil 
bei großem n wesentlidi kleiner als der vorhin genannte Teil ist, während 
allerdings in der Ebene und im Räume von 3 Dimensionen diese Schichtung 
nach regulären Dreiecken bezw. Tetraedern überhaupt die einzige dichteste 
gitterförmige Lagerung von kongruenten Kreisen bezw. Kugeln vorstellt. 



§ 16. Asymptotisches Gesetz für die Klassenanzahlen ganzzahliger Formen. 

Dem Volumen v^ kommt eine besondere arithmetische Bedeutung zu. 
Wir betrachten speziell die positiven Formen / mit lauter ganzzahligen 
Koeffizienten a,.». Dabei ist immer «ii>l. Mit Rücksicht hierauf haben 
wir den Ungleichungen (44.), (45.) zufolge zu einem gegebenen positiven 
ganzzahligen Wert D(f) = D immer nur eine endliche Anzahl verschiedener 
reduzierter Formen mit ganzzahligen Koeffizienten und also auch 7iur eine 
endliche Anzahl verschiedener Klassen ganzzahliger positiver Formen. Diese 
Klassenanzahl für die Determinante D werde mit H(Ty) bezeichnet. 

Wir werden das asymptotische Gesetz nachweisen: 

(87). lim /g (l) + i^(2)+;-4-^ (gA ^ ^^ 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 35 
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1. Wir fassen in der Mannigfaltigkeit A aller quadratischen Formen 
f=^{aj,j) diejenigen Punkte {dl,) ins Auge, bei welchen alle -- ^— Koordi- 
naten all, ganze rationale Zahlen sind, und wir konstruieren um jeden solchen 
Punkt {a j) als Mittelpunkt den Würfelbereich 

(88.) -2"<^**"^'^^"2 ^* *-l,2,...n). 

Wir erhalten ein Netz von Würfeln^ welches die ganze Mannigfaltigkeit 
A einfach und lückenlos überdeckt. 

Es sei nun D eine positive ganze Zahl, und wir bilden den Bereich 
B{1), 1), der aus dem reduzierten Räume B durch die Forderungen 

herausgeschnitten wird. Es mögen N jener Würfel vollständig in diesen 
Bereich 5 (Z), 1) fallen und N* darunter vorhanden sein, welche zwar nicht 
ganz in diesen Bereich fallen, aber doch in das Innere dieses Bereiches ein- 
treten. Zufolge der Ungleichungen (46.) loird dann 



i2 



(89.) N<:vJ) '' , N+N*>v,D '' -vJJ' 

sein. 

Andererseits repräsentieren die Mittelpunkte der hier in der Anzahl N 
gezählten Würfel lauter verschiedene Klassen ganzzahliger positiver Formen, 
wobei die Determinante einen der Werte 1,2, ...7) /i«/, und wird /^rfe Klasse 
solcher Formen durch wenigstens einen unter den Mittelpunkten jener N+ N* 
Würfel repräsentiert. Also ist 

(90.) iNr<i?(l) + 7/(2) + ••• + //(/)) <^+iV^*. 

Um das Resultat (87.) zu gewinnen, wird nunmehr nach (89.) und 
(90.) eine solche Abschätzung der Größe N* hinreichend sein, ans 
welcher sich 

limf-^A = 

erschließen läßt. 

2. Zu diesem Ende stellen wir zunächst einen einfach zu charak- 
terisierenden Bereich fest, der alle jene A''+ N* Würfel vollständig in sich 
aufnimmt 
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In einem beliebigen dieser Würfel gibt es stets solche Punkte («J»), 
die in B(Dy 1) hineinfallen, für welche also insbesondere 

(91.) I<an<a22<-<C ±2ar.<ö:, (*<*), 

(92.) ^n<iCi^2'-al<D 

ist. Andererseits erfüllt im ganzen Bereiche des einzelnen Würfels jeder 
Punkt («At) in bezug auf den Mittelpunkt (aJJ^) des Würfels die Bedingungen 
(88.). Namentlich gelten also diese Bedingungen flir die Punkte («^0 = («**) ? 
und folgt daher 

Als ganze Zahlen sind hiernach die Werte «",, notwendig sämtlich >1. 
Nunmehr haben wir im ganzen Würfel 

1 ^ . 1 



2 =^ ^AA — 2 ^ ^*** 



Sodann folgt, immer mit Heranziehung von (91.) und von (88.), 

«AA^_aAÄ+l<ör+l,A+l+l<«A4-l,Ä+l+2<5a,+l,A+l (A<n), 

weiter 

11 7 

|«A;|-l<|«J;t|<-2«?A<2KA+l), |«A*|<2«AA ^*<*>- 

Endlich haben wir 

und bringen diese Ungleichungen mit (92.) in Verbindung. 

Wir kommen damit zu folgendem Ergebnisse: 

Die oben konstruierten N+ N* Würfel fallen mit allen ihren Punkten 
in den durch die Bedingungen 

1 7 

(93.) 2=^"' ^'AA<5flA+l,A+n |«Aik|<2^AA ^*"^*^' 

(94.) 2^«!! 022 •••«„»<£> 

definierten Bereich hinein. 

3. Der anschaulicheren Ausdrucksweise wegen wollen wir in der 
Mannigfaltigkeit A von der Größe einer Oberfläche und von orthogonalen 

35* 
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Projektionen auf eine Ebene sprechen, indem wir der Definition dieser Begriffe 
die Formel 

als Län{je eines Linienelements zugrunde legen. Es wird sich nanmehr um 
die (Jherfl(7(:he des durch (93.), (94:.) definierten Köiyers handeln, und wir 
werden für die Große dieser Ober flache eine obere Grenze von der Gestalt 

(95.) CÖ2 iJ log D für n = 2 bezw. cö„ D '' " für n>2 

nachweisen, worin a>. eine niir von n abhängende Konstante vorstellt. Im 
Falle n = 2 wollen wir uns hierbei /)> 2 denken. 

Im Volumenintegral des durch (93.), (94.) angewiesenen Körpers ent- 
spricht einem Intervall /^f„ bis flu+^/wn des ersten Koeffizienten ein gewisser 
Beitrag 

l''^'oir'fl^n/f'"/(l(h7do2y"da„„. 

Projizieren wir andererseits diesen Körper orthogonal auf die Ebene a^^^O 
und beachten, wie diese Projektion sukzessive anwächst, während der Para- 
meter an von ^ an kontinuierlich zunimmt, so entspricht der Zunahme von 
a,i bis ^ii-f c?a„ des Parameters eine Vergrößerung jener Projektionsfläche um 



d (7»-' ^rrO //' • '/da,, da,, • • • da„, , 



wobei der Integrationsbereich von ^22, a23,-.- ^'«n der nämliche wie soeben 
ist. Dadurch zeigt sich, daß die durch das Gleichheitszeichen in (94) 
gelieferte begrenzende Fläche dieses Körpers auf die Ebene aii = eine 
Projektion ergibt, deren Flächeninhalt gewiß nicht größer ist als der Wert 
des Integrals 

yy.../'(n-l)^^''^ 



'«11 1 



über den ganzen Körper erstreckt. Hieraus resultiert zunächst für diese 
Projektion der Fläche (94.) auf die Ebene a^^ = eine obere Gy^enze vom 
Typus (95.). 

Nun hat in einem beliebigen Punkte (a/.^) der begrenzenden Fläche 
(94.) die Tangentialebene an diese Fläche in laufenden Koordinaten (ä^j^) 
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die Gleichung 

wir ersehen daraus in Anbetracht der Ungleichungen (93.), daß die Größe 
dieser Oberfläche ein gewisses, nur von n abhängendes Vielfaches ihrer Pro- 
jektion auf die Ebene a^ = nicJit überschreitet. 

Projizieren wir andererseits den ganzen durch (93.), (94.) definierten 
Körper auf die Ebene 

(96.) 6H + Ä22 + - + i„„ = 0, 

welche einer Tangentialebene der begrenzenden Fläche (94.) parallel läuft, 
so wird die entstehende Projektion einmal genau von der Projektion dieser 
begrenzenden Fläche (94.) geliefert und ein ziceites Mal genau von den 
Projektionen aller übrigen durch die Ungleichungen (93.) angewiesenen 
ebenen Seitenwände des Körpers überdeckt, wobei keine dieser ebenen 
Seitenwände orthogonal zur Ebene (96.) ist. Danach bestehen auch für 
die Flächeninhalte aller jener ebenen Seitenicände obere Grenzen vom Typus 
(95.) und folgt endlich auch eine solche obere Grenze für die gesamte 
Oberfläche des in Rede stehenden Körpers. 

4. Wir kommen endlich auf die oben in der Anzahl N* gezählten 
Würfel zurück. Jeder dieser Würfel hat mit der Begrenzung des Bereichs 
B(D, 1) Funkte gemein. Diese Begrenzung besteht erstens aus einem Anteil 
der Fläche D(f)=^D^ zweitens aus Partieen in den ebenen Seitenwänden des 
reduzierten Raumes, drittem aus einem Stück der Ebene «u = l' 

Betrachten wir zunächst diejenigen unter jenen N* Würfeln, welche die 
Fläche D(f) = D treffen. Wir ordnen diese Würfel in Irenen nach ihren 
Projektionen auf die Ebene «^ = 0. Es seien darunter zwei Würfel mit 
gleicher Projektion auf diese Ebene da, ihre Mittelpunkte seien ay,,«"2, ••. ^In 
und rf/i + c?, ^^2, •••«««, so daß d eine positive ganze Zahl ist, und es seien 
^11, «12, ... a^n und <^i + 6i,, rt,2 t 6i2, ... Unn+^nn j^ ciu Puukt \xi dicscu Würfeln 
auf der Determinantenfläche D(f) = I)^ Dabei ist rf— l<fn<rf+l und 
sind fi2, ...fn„ dem Betrage nach <1; für h>2 folgt aus a,,^ + 6^^ > 1 und 
€ää> — 1 noch «ÄA + ^AA > 2 «*'* • Bilden wir nun die Differenz 



da 



11 



80 hat darin f^ den Koeffizienten 1; für die übrigen Glieder aber können 



274 Minkowski y Disko^itinuitätsbereich für arithmetische Äquivalenz, 

wir vermöge (91.) (vgl. auch (17.) für m = l) obere Grenzen angeben, die 
nur von n abhängen, sodaß sich aus dieser Gleichung fiir d+1 und damit 
auch für die Maximalzahl der Würfel in einer jener Serien eine nur von n 
abhängende obere Grenze ergibt. Das Volumen der in Rede stehenden Würfel 
übersteigt nun nicht das Produkt dieser Maximalzahl in die Projektion der 
Gesamtheit jener Würfel auf die Ebene «11 = 0, und letztere Projektion ist 
sicher nicht größer als die Projektion des ganzen, durch (93.), (94.) be- 
stimmten Körpers auf die Ebene an = 0. 

Nehmen wir iveiter diejenigen der N* Würfel, welche eine bestimmte 
ebene Seitenwand 

(I, IL) :S'm,trt;^=:0 

des reduzierten Raumes treffen. Wählen wir irgend einen solchen Koeffi- 
zienten aj^i, aus, für den der Faktor m^ hier ^ ist, so finden wir, da£ die 
Anzahl derjenigen unter den betrachteten Würfeln, welche eine und die 
nämliche Projektion auf die Ebene af^^Q liefern, nicht größer als eine 
gewisse aus den numerischen Faktoren in dieser Gleichung folgende Größe 
ist. Andererseits ist die gesamte Projektion aller dieser Würfel auf die 
Ebene a^i=^0 nicht größer als die Projektion des ganzen Bereichs (93.), 
(94.) auf diese Ebene. 

Endlich ist die Anzahl derjenigen unter den N* Würfeln, welche die 

Ebene «n = 1 durclisetzen, nicht größer als die Seitenwand «n = -ö des durch 

(93.), (94.) bestimmten Körpers. 

Aus allen diesen Umständen zusammen entnehmen wir für die Zahl 
iV* ebenfalls eine obere Grenze vom Typus (95.), und wir gelangen dadurch 
zu folgendem Theoreme: 

T>ie Gesamtanzahl aller verschiedenen Klassen ganzzahliger positiver 
quadratischer Formen mit n Variabein und von den Determinanten 1,2,... D 
ist zwischen zwei Grenzen 

3 A-f-l » + 1 1 



v^D''±iD^DlogT> fürn = 2 bezw. vj)"" ±cü,/)' " fÜrn>2 

eiiigeschlossen, wobei v^ das Volumen des Raumes der reduzierten Formen mit 
Determinanten < 1 und ü)„ eine gewisse andere positive, nur von n abhängende 
Konstante vorstellt. 

Dabei ist im Falle n = 2 die Zahl Z)>2 gedacht. 
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Sur quelques questions se rattachant ä la connexion 
linäaire dans la thäorie des fonctions algäbriques de 

deux variables indäpendantes. 

Par M. Emile Picard a Paris. 



Je me suis occup6 dans diff^rents m^moires et dans la partie jusqu'ici 
publice de ma Theorie des fonctions algebriques de deux variables de divers 
probl^mes concernant la connexion lineaire et la connexion ä deux dimensions 
des snrfaces algebriques. Je me pröpose de compl^ter ici en quelques 
points ce qui concerne la connexion lineaire. Quoique les m^thodes suivies 
soient bien diff^rentes dans la th^orie des fonctions algebriques d'une variable 
et dans Celles de deux variables, l'analogie plus ou moins grande avec des 
questions, auxquelles Riemann a rattach^ le nom de Dirichletj nous permet 
de penser que ce travail ne sera pas d^plac^ dans un volume d^di^ au 
Souvenir de Dirichlet. 

1. 

1. Partons, comme nous le faisons babituellement, d'une surface de 
degre m 

(1.) f(x,y,z) = 

placke arbitrairement par rapport aux axes, et n'ayant que des singularit^s 
ordinaires, c'est-ä-dire une ligne double avec points triples, le genre d'une 
section plane arbitraire de la surface ^tant d^sign^ par p. Soit 

une integrale ab^lienne arbitraire de seconde espece de la courbe entre o: et ^ 
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d^finie par T^quation (1.), oü Q est un polynome en x, y et z s'annalant 
sm* la courbe doable de la sarface. Dans ma tb^orie, F^quation diff^rentielle 
unfaire E d'ordre 2;>, ä coefficients rationnels en tj^ ä laqnelle satisfont les 
periodes de Tintegrale (2.) regard^es comme fonctions de y, joue un röle 
important. 

Un tb^oreme fondamental est le suivant:*) La condition n^cessaire 
et süffisante pour que la sarface donn^e ait nne connexion lin^aire ^gale 
ä /' + 1 (ou, ce qai revient au m6me, poss^de r integrales distinctes de 
diff^rentielles totales de seconde esp^ce) est que leqnation E admettCj comme 
Solutions^ r po/ynomes en y lineairement indepemkmts^ qiii sont des penodes 
distinctes de (2.) 

2. Compl^tons d'abord cette ^tude de T^quation diff^rentielle lin^ire 
E par quelques remarques importantes. 

En laissant de cöt^ les r polynomes dont nous venons de parier, on 
peut avoir 2p — r autres periodes, qui satisfont ä une ^quation diflF6rentielle 
Unfaire, que nous appellerons E^^^ k coefficients rationnels en y. Ces 2p — r 
autres periodes sont celles que nous avons d6sign6es d'une mani^re g^n^rale 
par la lettre i2, et qui correspondent cbacune ä un point critique b de 
r^quation E**). Ainsi, nous avons ici T^quation £1^ qui admet comme Solutions 
2p — r periodes distinctes de Tint^grale (2.), niais les 2p — r cycles corre- 
spondants sont des cycles nuls pour la surface alg^brique /; ce sont les r 
autres cycles correspondants aux periodes repr6sent6es par des polynomes 
qui sont les cycles effectifs de la surface alg^brique. Le partage des deux 
cat^gories de cycles ainsi effectu6 est tr^s net 

Ceci pos6, d^signons les r periodes qui sont des polynomes par 

et soient 

-"-1) -*-2j ••• •^^2p—r 

les 2p — r autres periodes, Solutions de T^quation jB,,. 

Le groupe de l'^quation E (ä coefficients entiers et de d^terminant xin) 



*) E, Picard. Sar la formale generale donnant le nombre des integrales doubles 
distinctes de seconde espece relatives a une surface algebrique (Annales de TEcole Normale 
Superieure, 1905, p. 72). 

**) Voir tome I (p. 95) et tome II (p. 332) de ma Theorie des fonctions algebriques 
de deux variables. 
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a et6 souvent consid^rc dans mes reclierches, et nons avons vu, cons^quence 
d*ane propri6t6 classique des integrales ab^liennes, quMl laissait invariable 
nne certaine forme bilin^aire. 

En fait, ce groupe, en faisant usage des variables o; eti2, a n^cessaire- 
ment la forme 



(3.) 






^2p-r — ^hp^r, 1 «^ A 4" ^hp-r,2 -'^ + * ' * + ^hp—r,2p~r •^*-2jB-r • 

Si nous posons, pour plus de sym^trie 

nous aurons une forme bilin^aire 

(4.) ZZCi^oJiVi, (01= -^4/) 

les c 6tant des entiers de d^terminant un^ qui restera invariable, quand on 
eflfectuera sur les oi et les v toutes les substitutions (3.) de notre groupe. 

3. II y a, dans (4.), des termes oü i et k sont tous deux au plus 
6gaux ä r, d'autres termes oü ils sont tous deux sup^rieurs ä r, et enfin 
des termes oü Tun de ces nombres est au plus ^gal, Tautre sup^rieur ä r. 

Soit k<r et i'>*r; pour que la forme (4.) soit invariante, on devra 
avoir la somme 

(oü k reste fixe, et i varie de r+1 ä 2p) elle-m6me invariante, c'est-k- 
dire que la somme pr^c^dente serait une fonetion uniforme de ?/, et par 
suite un polynome (d'apr^s la nature des singularit^s des il). Mais, si r 
a €t€ bien choisi, c'est-ä-dire r^pond bien ä la connexion lin^aire de la 
surface, 11 n'y a pas de combinaison lin^aire des i2, qui se r^duise ä un 
polynome en i/, sauf le cas oü tous les coefficients sont nuls. On a done 
necessairement 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 36 
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Par suite, dans la somme (4.), il y a deax cat^gories des termes, ceux qui 
d^pendent des co (et des i^), et ceux qui d^pendent des i2 (et des Y), 
Nous pouvons donc 6crire cette somme sous la forme 

(5.) -2; c,, w, v^ + z c,.,, ,, n,, r,, , 

i et k varient de un ä r, tandis que i* et k! varient de vu ä 2^; — r; on a 
toujours 

Le d^terminant total des c dans (4.) ^tait ^gal ä Tunit^. Or 11 est visible- 
ment ^gal au produit des deux d^terminaiits 

\^ik\ ^t |C,fjt»|» 

Ceci exige que r soit pah\ car un d^terminant sym^trique gauche d'ordre 
impair est nul. Nous avons donc ce th^or^me: 

Le nombre r des integrales distinctes de differenHelles totales de seconde 
espece d'une surface algehrique est necessairement pair. 

4. Nous pouvons encore tirer des consid^rations pr6c6dentes une autre 
cons^quence. II est d'abord ^16mentaire qu'en eflfectuant sur les w (et sur 
les v) une Substitution ä coefficients entiers et de d^terminant un^ on peut 
ramener la premi^re somme figurant dans (5.) ä la forme canonique 

et on peut avoir la forme canonique analogue pour la seconde somme. De 
lä nous concluons le th^or^me suivant: 

Avec les r cycles coirespondant anx co, on peut faire ^ ret7*osectiom 

de Riemann 

(C,, />,.), = 1, 2,... f) 

jmis avec les 2p — r cycles correspondant aitx £2, on peut faire p — ^ 
retrosections 

Ce r^sultat pr^cise bien la disposition de ces diff^rents cycles, no- 
tamment des r premiers, qui, seuls, sont des cycles effectifs de la surface 
alg^brique cousid^r^e. 

5. De lä, nous allons d^duire une in6galit6 entre le nombre r des 
integrales de diff^rentielles totales de seconde espece, et le nombre r^ des 
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integrales de diflf^rentielleö totales de prennere esp^ce. Soient 

/ / / 

les p integrales de premiere esp6ce de la courbe entre :c et ;: 

les coefficients de dx^ sous le signe d^nt^gration dans les /, ^tant rationnels 
en x^ y et z. 

Si la surface a des integrales de differentielles totales de premiere 
espöce, on pourra trouver, d'apr^s un raisonnement fait bien des fois, des 
fonctions rationnelles «i, «2, •..«;> de ?/, telles que rint^grale abeiienne 

relative ä la courbe pr^cedente, ait ses p^riodes independantes de y^ et 
l'integrale de differentielle totale aura cette forme pour dy = 0. Or, pour 
tme integrale de premiere espece, on ne peut se donner que les p^riodes 
relatives ä p cycles appai^tenant ä p retrosectioris de Riemann^ soient ici les 
Ci et les Ci. Mais pour les C[ (et aussi les D\) qui ne sont pas des cycles 
effectifs de la surface, les p^riodes de toute integrale de differentielle totale 
(de premifere ou de seconde esp^ce), sont necessairement nulles. Nous 
pouvons donc, pour une integrale de premiere esp^ce, nous donner tout au 

plus les -^ constantes relatives aux G», ce qui nous donne tinegalite 



ro - 



r 
-2 



entre les deux nombres r et rj,. 

M. Castelnuovo, dans un memoire extremement remarquable,*) a Stabil 
recemment que Ton a effectivement 






Nous reviendrons sur ce point dans un moment. 



*) G. Castelnuovo. Sugli integrali semplici appartenenti ad una superficie irre- 
golari (Rendiconti della R. Äccademia dei Lincei, mai et juin 1905). 
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IL 

6. Nous allons ^tablir une autre in^galit^ concernant le nombre r, 
et nous eil d^duirons un theori^me interessant concernant les adjointes des 
sarfaces alg^briques. 

II est n^cessaire de rappeler d'abord quelques r^sultats relatifs aux 
surfaces alg^briques. Pour notre surface /', les adjointes sont les surfaces 
passant par la courbe double. Dans son memoire classique relatif ä la 
g^om^trie sur les surfaces alg^briques*) M. Enriques a consid^r^ les adjointes 
d'ordre sup^rieur ou ^gal k 771 — 3. Envisageons avec lui une adjointe 
d'ordre h (Ä>m — 3); Tensemble de ces adjointes forme un Systeme Unfaire 
de surfaces. Celui-ci d^coupe sur un plan pris arbitrairement un Systeme 
lin^aire de courbes planes qui fönt ^videmment partie des adjointes d'ordre 
h de la section plane correspondante de la surface. Mais il se peut que ce 
Systeme lin^aire de courbes planes ne forme pas Tensemble de ces adjointes, 
et qu'il y ait un defaut que nous d^signerons par o),,. On est assur6 que, 
ä partir d'une certaine valeur de A, tous les w seront nuls. Supposons que 
de /i=m — 3 ä /i = /— 1, les co soient diff^rents de z^ro. ^L Enriques a 
consid^re la somme 

et etabli le r^sultat tres important**) qu'elle repr^sente la diflf^rence 

Po-Pn 

entre le genre geometrique p^ de la surface, et son genre num^rique p^. On 
Salt que j^^ et p„ sont deux invamints ahsolus de la surface. Une surface 
pour laquelle ces deux invariants sont ^gaux est dite reguliere^ c'est le cas 
general. 

7. Ces r^sultats rappel6s, faisons une remarque pr^liminaire relative 
aux courbes alg^briques. Soit une courbe alg^brique de genre p^ dont nous 
consid^rons q integrales distinctes de premi^re espfece (q<^p) 

IT I ' 



*) Enriques^ Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche (Mem. 
della Societa italiana d. Scienze, tome X, 1896). 

**) J'ai reproduit Fanalyse de M. Eninques dans le tome II de ma Theorie des 
fonctions algebriques de deux variables (p. 88). 
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il est facile de montrer que le nombre de leurs p^riodes (dans leur ensemble), 
c'est-ä-dire le nombre des p^riodes arithm^tiquement distinctes d'une combi- 
iiaison Unfaire arbitraire de ces integrales 7ie peut etre inferieur ä 2q. 
Supposons en effet qu'il en soit autrement, et qu'il y ait seulement 2q — s 
p^riodes. On pourra avoir, pour les /, un tableau de p^riodes, correspondant 
ä 2p cycles distincts de la courbe 



h 
h 



L 



^m ^12 1 ••• ^1,27— Il U, U, ... U 



^^9,n ^9,21 ••• ^9,29-#i U, ü, ... U 



le nombre des zeros^ dans chaque ligne, ^tant 2p — 2q + s. Si Ton prend 
maintenant d'autres integrales de premi^re esp^ce 1^^^,...!^ formant avec 
/i,72,.../^ un Systeme de p integrales distinctes de la meme esp^ce, le 
tableau des p^riodes se compl^tera par 



^9 + l:^V+l»M ^g'^\,'ii '" ^g+h 



^P 



h i '^p.i' ^p.27 ••• ^p,2/> 



Or, on sait que, 6tant donn^e une courbe alg^brique, on peut former 
une integrale de premi^re esp^ce lui appartenant, pour laquelle les parties 
reelles des p^riodes relatives k 2p cycles distincts ont des valeurs arbi- 
trairement choisies\ c'est lä un point classique. Formons alors la combinaison 



(6.) 



(«, + ^/?l)A + ••• + («p + ^/5p)^. 



On doit pouvoir choisir les constantes reelles a et /?, de mani^re 
que les parties reelles des p^riodes de (6.) aient telles valeurs reelles que 
Ton voudra pour les 2p cycles correspondant aux 2p colonnes verticales 
du tableau ci-dessus. Mais, si Ton 6gale k 

2p-2q^-s 

valeurs donn^es les parties reelles des p^riodes correspondant aux 2^ — 2^ + ^ 
derni^res colonnes du tableau, on aura 2/) — 2 ^ + 5 ^quations Unfaires entre 
les inconnues 
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qui Bont en nombre 

Le nombre des inconnaes est inf^rieur de s an nombre des 6quations: 
ceci entralne n^cessairement des relations entre les parties reelles donnees 
des p^riodes, ce qui nons conduit ä nne contradiction. On ne peut donc 
supposer que s soit diff^rent de z^ro, ce qui 6tablit le lemme. 

8. Partons maintenant d'une surface /, en supposant que ponr les 
adjointes d'ordre ??i — 3, il y ait relativement aux sections planes le defaut 



IX) 



in — 3 



dont il a 6t^ parl6 au paragrapbe 6. Ceci revient ä dire que les adjointes 
d'ordre ?n — 3 de /' d^coupent sur un plan arbitraire un Systeme lin^ire 
d'ordre ?/i — 3 d^pendant de 

P - ö^m-3 

paramfetres arbitraires. Nous pouvons donc former p — a)^_3 integrales 
distinctes de premiöre esp^ce de la courbe entre x et z repr^sent^e par 
/'=0, qui seront de la forme 



(7.) / 



Qh( x,i/,z) dx 
f. 



(Ä=l,2,.,.p— w^j_3) 



oü Öä? polynome de Aegv6 m — 3 en x^y et z^ correspond ä une adjointe 
d'ordre m — 3 de la surface. 

Les integrales (7.) rentrent dans le type de celles dont nous nons 
sommes occup^ dans la premi^re section. II y a r cycles distincts de la 
courbe, donnant des p^riodes disctinctes qui doivent etre des polynomes en y. 
Or d^veloppons, dans le voisinage de 2/ = oo, une p^riode d'ailleurs quel- 
conque de (7.). Cela sera facile, en posant 

x^x'y^ z = z'y. 

Soit, en groupant par termes homogenes, 

flx,y,z) = (p(Xyy,z) + ^'', 
Qh(j^yy,2;) = q^(x,y,z) + ''^. 

On voit de suite qu' une p^riode quelconque de (7.), pour y trte 
grand, est de la forme 
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(8.) " + 4 + - 

oü a repr^sente ane p^riode de Fint^grale 

?*(*',!, 2') d.r' 



/ 



relative ä la courbe 

Consid^rons alors les r p^riodes de (7.), qui sont des polynomes 
en y. D'apr^s la forme pr^c^dente (8.), ces polynomes sont n^cessairement 
identiquement nnls. Nous sommes donc condnit ä cette conclusion qae les 

integrales distinctes (7.) de premi^re esp^ce ont r j^h-iodes nulles. EUes ont 
donc seulement au plas 

p^riodes distinctes. Nous pouvons alors appliquer le lemme du paragraphe 
pr^c^dent; le nombre des p^riodes ^tant ^u moins double du nombre des inte- 
grales, on a 

cest'ä'dire que ton a Vinegalite 

(9.) ^•<2w_3. 

9. A la fin du § 5, nous avons ^nonc^ le th^or^me de M. Castelnuovo 
d'apr^s lequel 

r 

M. Castelnuovo (loc. cit.) a en mSme temps Stabil que 

^ = 20;,-p„). 

Ce r^sultat, rapproch^ de notre in^galite (9.), va nous conduire ä un 
th^or^me curieux et assez inattendu. 

D'apr^s r^galite de M. Emiqties^ rappelte au § 6 

m — 3 
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Oll a n^cessairement, puisqae tous les vd sont positifs 

(10.) Pg-Pn>^m-l' 

Rapprochons Tune de Tautre les in^galit^s (9.) et (10.). 

On en conclut 

/•<2(;>,-p,). 

Mais, paisque ^' = 2 (/>^— joj, il faul necessairement que Con ait 



co^^z=P,'-p. 



(Jn en dedidt que ton a pour taute surface algebnque*^ 



a>A — 0. (A>-m-2) 



'AT 



Ainsi, dans le calcul du genre d'une surface alg^brique, il n'y a que le 
d^faut tü„,_3 ä eil visager. Les adjointes cfune surface d^ ordre ?n, d' ordre 
superieur ou egal a ?n — 2 donnent sur un plan le Systeme complet des ad- 
jointes du meme ordre de la section plane. 

Ce r^sultat compl^te les helles recherches de M. Eniiques sur les 
adjointes d'une surface alg^brique. Nous robteoons par une voie d^toum^e; 
il est, de sa nature, purement g^om^trique , et on pourra sans doute le 
d^montrer directement en restant au point de vue de la g6om6trie des sor- 
faces alg^briques. 

10. Indiquons en terminant, une cons^quence du r^sultat pr^c^dent 
et du th^orfeme de M. Castelnuovo ; nous poserons, pour abr^ger, 

Cbercbons la forme des integrales de premi^re esp^ce pour la courbe entre x 

et z 

II y a d'abord p — ö integrales distinctes de la forme 



*) J'ai enoDce ipour la premiere fois ce resultat et indique sommairement la 
demonstratioD dans les Comptes Kendus (Sur une inegalite relative a la connexion 
lineaire et sur le calcul du genre d'une surface algebrique, 3 juillet 1905). 
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(11.) fQ'(^^^'^J- (.•=,.3....p_., 

oh les Q correspondent ä des adjointes d'ordre 711 — 3 de la surface. 

Qaelle est la forme des (f autres integrales de premi^re esp^ce? 
Les surfaces adjointes d'ordre ?n — 2 d^coupant sur une section plane le 
Systeme complet des adjointes d'ordre m — 2, d^coupent en particulier l'en- 
semble des adjointes d'ordre^n — 2 form6 par une adjointe d'ordrem — 3 et 
la droite de l'infini du plan. On aura donc ()' autres integrales de premi^re 
esp^ce de la forme 

(12.) / ^ ''p ^ (Jt=l,2,...<T) 

Pt etant un polynome s'annulant sur la courbe double, de degr^ m — 2 en 
x,y etZj et de degr^ ?n — 3 en a; et c. 

D'apr^s le raisonnement du § 8, les p^riodes des integrales (11.) 
relatives aux r cycles (C, D) sont nuUes (puisqu'elles doivent etre des poly- 
nomes s'annulant pour 3/ = ^); les 2p — 7^ autres p^riodes ont, pour y tr^s 

grand, leurs d^veloppements commengant par un terme en - . 

Quant aux integrales (12.), leurs periodes relatives aux ?* cycles 
(6\ /)) sont, d'apr^s le m^me raisonnement, des constantes (pnisqu'elles 
doivent 6tre des polynomes de degre ze7*o). Le developpement des 2ji; — r 

autres periodes suivant les puissances de - commencera par un terme constant. 

11. La surface a J integrales de differentielles totales de premi^re 
espece; celles-ci, quand on y fait dy=0^ sont necessairement des combi- 
naisons lineaires des integrales (11.) et (12.), les multiplicateurs etant 
pour les integrales (11.) des polynomes du premier degre en y, et pour les 
integrales (12.) des constantes. On peut donc supposer que les integrales 
(12.) correspondent precisement aux integrales de differentielles totales de 
premi^re esp^ce de la surface; dans ces conditions le tableau des periodes 
des p integrales (11.) et (12.) sera de la forme 

... n[ ...nip_r 
... i2i .^.i2%-r 



r r 



... n\ \../2;_t 
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Oll üyz .•• <'ir ... 

t/21 ^22 • • • ^*2r ^ • • • ^ 



ö- Clr ...Qr ... 0; 

- 1 - - 2 — r 

.»»* 2 2* 



les a sont des constantes, et repr^sentent les p6riodes des ^ integrales de 

diff^rentielles totales de premi^re esp^ce. Les r premi^res colonnes corre- 
spondent aux cycles C et /), les 2j^ — r aatres aux cycles C et D\ On 
voit ainsi Tint^ressant cas de redvctmi pr^sent^ par les integrales de pre- 
mi^re esp^ce de la courbe entre x et z donn^e par f=0. 
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Über die Lösungen gewisser linearer Differential- 
gleichungen als Funktionen der singulären Punkte. 

Von Herrn Ludwig Schlesinger* in Klausenburg. 



In einer Arbeit*) habe ich die Riemannsche Aufgabe der Bestimmung 
einer algebraischen Funktion y der komplexen Variabein x, die zu einer 
gegebenen Rte7nan7i&chen Fläche mit den a Verzweigungspunkten öfi,...a^ 
gehört, auf algebraische Weise behandelt. Es ergab sich, daß die alge* 
braische Lösung dieser Aufgabe nicht die gesuchte Funktion y allein, sondern 
zugleich die Gesamtheit aller jener algebraischen Funktionen liefert, die aus 
der gesuchten durch „Monodromie" der Verzweigungspunkte hervorgehen, 
und daß diese Gesamtheit eine einzige monogene Funktion der o+ 1 Variabein 
Xyai,,.. a^ konstituiert, deren Zweige sich durch rein algebraische Hilfsmittel 
nicht von einander trennen lassen. Dieses Ergebnis setzt, wie mir scheint, 
den wesentlichen Fortschritt in Evidenz, den die Rtemann%che Fragestellung 
gegenüber der auf die Betrachtung einer gegebenen algebraischen Gleichung 
zwischen y und x gegründeten Untersuchung mit sich bringt — In der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen steht der Untersuchung der 
durch eine gegebene Differentialgleichung definierten Funktionen mit Hilfe 
der von Fuchs begründeten Methoden die Rteman7ische Fragestellung der 
Bestimmung eines Funktionssystems yu^^^yn niit gegebenen Verzweigungs- 
punkten ^1, ... a^ und gegebenen Fundamentalsubstitutionen Ai, ... A^ gegen- 
über. — Auch hier führt die Auffassung Riemann^ mit Notwendigkeit dazu, 
die gesuchten Funktionen nicht als Funktionen von x allein, sondern in 
ihrer Abhängigkeit von den a+1 unabhängigen Variabein x^a^^...a^ zu 



Annales de FEcole Normale (3), XX, 1903, S. 331 ff. 
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studieren, eine Frage, die ich namentlich in der zweiten meiner in diesem 
Journale dem Riemanu^c^ieTi Probleme gewidmeten Arbeiten*) erörtert habe. — 
Ich möchte hier einige weitere auf diese Frage bezugnehmende Eutwicke- 
lungen mitteilen, die für die Theorie der linearen Differentialgleichungen das 
Aualogon zu dem oben erwähnten Ergebnisse der Theorie der algebraischen 
Funktionen aufzufinden suchen. Möge die Aufnahme dieser noch sehr anvoll- 
ständigen Bemerkungen in den dem Andenken Lejeune'Dinchlet^ geweihten 
Band von dem Bewußtsein Zeugnis ablegen, dajß diese und ähnliche Fragen 
aus dem Bestreben erwachsen sind, ^funktionale Abhängigkeiten begrifflich 
zu fixieren",**) und daß dieses Bestreben, in welchem wir seit Riemann den 
Grundzug modernen funktionentheoretischen Denkens erblicken, zuerst in 
den Methoden zur Geltung kommt, die Dirichlet für die Theorie des Potentials 
geschaffen hat.***) 

I. 

Die neuen Grundlagen, die ich im Anschlüsse an ältere Arbeiten des 
Herrn Volterra für die Theorie der homogenen linearen Differentialsysteme 
skizziert habe,f) gewähren die Möglichkeit, die Existenz der durch das 
7f/emöf/i/2sche Problem postulierten Funktionssysteme mit Hilfe der Konti- 
nuitätsmethode zu erweisen.ff) Sind also a Fundamentalsubstitutionen 
A,,...A^ willkürlich vorgeschrieben, so können die von x unabhängigeu 
Größen AY^^ in dem kanonischen Differentialsysteme 

dv " ^ A^^^ 

Gl-) -j- = 2:yiau, ^,x=-2;- — -j (»,«=1,2,...«) 

stets so bestimmt werden, daß bei willkürlicher Lage der singuläreu Punkte 



♦) Dieses Journal Bd. 124, S. 292 ff. 
**) Fuchs, Kektoratsrede, Berlin 1900, 3. August, S. 13. 
*♦*) Vergl. Fuchs, a. a. 0. 

t) Dieses Journal Bd. 128, S. 263. 
ff) Dieser Beweis ist in meiner Arbeit, dieses Journal Bd. 130, S. 26 ff. (siehe 
namentlich S. 45) skizziert und in einer demnächst in den Mathem. Annalen erscheinen- 
den Note „Bemerkung zu dem Kontinuitätsbeweise der Lösbarkeit des Äi^nannschen 
Problems (Aus einem Briefe an Herrn /). Hilberth genauer ausgeführt. Kürzlich hat 
Herr Hilbeit in den Göttinger Nachrichten 1905, Heft 4 einen Existenzbeweis für den 
Fall 7^^2 auf seine Theorie der linearen Integralgleichungen gegründet. Vergl. auch 
0. D. Kelloy, Mathem. Annalen, Bd. 60, S. 424. 
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rti,...«^ die Integral matrix*) 

X 

0/,,)= /(<',> ^/-f+'^f.), 

die sich für den regulären Punkt a\, auf die Einheitsmatrix (d)^) reduziert, 
die vorgeschriebenen Substitutionen erfährt, wenn x die Querschnitte 

im positiven Sinne überschreitet. Dabei ist die Integralmatrix Q/iJ) auf einem 
Wege zu erstrecken, der ganz in der durch die Schnitte /i,...^a zer- 
schnittenen a;-Ebene verläuft, und die .If^^ sind eindeutig bestimmt, wenn 
man den Wurzeln der zu den singulären Punkten «i, ... a^^ ^o+i = 00 gehörigen 
determinierenden Fundamentalgleichungen des Differentialsystems (^4.) feste, 
mit den gegebenen Substitutionen Ai , . . . A^ konkordierende Werte zuerteilt. 
Betrachtet man die ai,...a^ als unbeschränkt veränderliche Größen, 
die Elemente der A|,...A0 als von diesen unabhängige Konstanten, so 
ergibt sich aus meiner Arbeit,**) daß die (y,^), aufgefaßt als Funktionen der 
«1,...«^, die folgenden Eigenschaften haben: Beschreiben die Punkte öTi,...«^ 
irgendwelche geschlossene Bahnen von der Beschaffenheit, daß keiner dieser 
Punkte auf seinem Wege den Integrationsweg der Integralmatrix (y.,) 
durchkreuzt,***) so verwandelt sich (i/,,) in eine Matrix (y,v), die gewisse 

Substitutionen A,,...A„ erfährt, wenn x die Querschnitte /i,.../^ überschreitet, 
sich für x = x^^ auf (cT.,) reduziert und ein Differentialsystem von der Form 

befriedigt. Die Substitutionen Äi,...Ao sind von der Form 

(1.) Ay = (jy Ay^y^K (l' = l,2,...0) 

Die (\ sind aus den Ai,...Ao und ihren inversen komponiert und 
ergeben sich, wenn die geschlossenen Bahnen, die jeder der Punkte ai,...a^ 



*) Vergl. für die angewandten Bezeichnungen meine Arbeit, dieses Journal Bd. 128. 
•♦) Dieses Journal Bd. 124, S. 292 ff. vergl. auch Bd. 130, S. 45. 
***) Die Aufeinanderfolge der Schnitte /, ,."^a bei einer Umkreisung des unendlich 
fernen Punktes bleibt nach den Festsetzungen, dieses Journal Bd. 124, S. 297 stets 
dieselbe. 
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beschrieben hat, bekannt sind, durch Anwendung der Formeln (7.), (7*.) 
und (6.) meiner Arbeit,*) wobei jedoch die Formeln (6.) bei der jetzt fest- 
gehaltenen Vorstellung als die Änderungen zu interpretieren sind, die durch 
einen .positiven Umlauf des Punktes cii um den unendlich fernen Punkt 
bewirkt werden.**) Die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen der Diflferentialsysteme (^4.) sind für alle singulären Punkte 

rt,,...a^, OD dieselben wie für das System (^.), die Werte .4f;\ in welche 
die Funktionen A\l^ von «,,... a^ durch die betrachteten geschlossenen Wege 
^if.^a verwandelt worden sind, können demnach als durch das mit den 

neuen Fundamentalsubstitutionen Ä,,...Ä^ gebildete Itiemann^che Problem 
bestimmt angesehen werden. In bezug auf die Gesamtheit der Differential- 
systeme (4.),***) die so aus einander durch „Monodromie der Verzweigungs- 
punkte" ai,...öa hervorgehen (wobei die Bedingung, daß die Bahnen der 
rt,,...a^ den Integrationsweg (:r,j....r) nicht durchkreuzen sollen, vorläufig 
festgehalten werden möge), läßt sich nun weiter das Folgende feststellen. 
Die erwähnten Formeln (7.), (7 a.), (6.) meiner Arbeitt) zeigen, daß 

die Äi,...A0 ein System von Fundamentalsubstitutionen derselben Gruppe 6^ 
bilden, die aus den A],...A^ komponiert ist, daß also alle Differential- 
systeme (i4.) dieselbe Monodromiegruppe haben. Eine einfache Über- 
legung zeigt aber auch, daß die Systeme (1.) die allgemeinsten Systeme 
von a Fundamentalsubstitutionen der Gruppe O darstellen, welche mit ein- 
ander ähnlich sind, d. h. für welche jedes A^ aus dem entsprechenden A, 

und auch 

A — A-^ Ä-^ 

aus 

A — A-^ A-^ 

durch Transformation mit einer Substitution der Gruppe hervorgeht Wenn 
wir jetzt auch solche geschlossene Bahnen der ^1,...^^ zulassen, die den 
Integrationsweg (x^^...x) durchkreuzen, so wird bei solchen Bahnen die Inte- 



*) Dieses Journal Bd. 124, S. 302, 301. 

**) Durch einen solchen Umlauf, dem nach den zitierten Formeln (6.) A, = Ai A, Ar' 
entspricht, verwandelt sich (t/,>) in {yir) = ^i{yu) kx^ (vergl. dieses Journal Bd. 130, 
S. 45, wo Zeile 8 und 2 v. u. oo an Stelle von .v zu setzen ist). 

***) Eine Gesamtheit, der natürlich auch das Differentialsystem {A,) selbst angehört. 
t) Dieses Journal Bd. 124, S. 302. 
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gralmatrix (y,,) in Matrizen verwandelt werden, deren Anfaugswerte in x„ 
nicht mehr (ßt^^ sondern die Elemente irgend einer Substitution der 
Gruppe sind. Und zwar wird,*) wenn ai einen positiven Umlauf 
um X vollzieht, (i/,J in Axiyi^) verwandelt, wogegen ein positiver Umlauf 
von (ij, um x^i die Integralmatrix (y.J in (y.,) Af^ überführt.**) Bei dem Um- 
laufe um X erfahren die Koeffizienten des Differentialsystems (A.) keine 
Änderung, beim Umlaufe um x•^^ dagegen werden die Matrizen {A^ü^) in 
Ai(^/»OAr* transformiert, erfahren also dieselbe Änderung wie beim Um- 
laufe von ux um den unendlich fernen Punkt. Die Gesamtheit der Differential- 
systeme (Ä.) enthält demnach alle Differentialsysteme, die aus (^4.) durch 
imbeschrchikte Monodromie der Verzweigungspunkte hervorgehen, d. h. wir 
können sagen: 

Die Gesamtheit der Differentialsysteme (Ä.), die aus einander durch 
Monodromie der Verzweigungspunkte hervorgehen, Inst das Problem der Be- 
Stimmung eines Differentialsystems von der kanonischen Form mit a wesentlich 
singularen Punkten a^, ... a^ und festen Wurzeln der determinierenden Funda^ 
mentalgleichnngen, dessen Monodromiegruppe für die sich in x=^x^i auf (J,.J 
reduzierende Integralmütrix (y,^) die gegebene Gruppe ist. Die Gesamtheit 
aller dieser Integralmatrizen (y ,^) und der aus ihnen durch beliebige geschlossene 
Wege von X hervorgehenden konstituiert eine einzige monogene Funktionsmatrix 
der (T+ 1 tmabhd'ngigen Variabein x, a^, ... a^, für die 

x = a^j aj^ = ay, a^ = ocj x = oo, ^'>=*T(, (Ä,y = i,2,...ö) 

die einzigen singularen Gebilde darstellen. 

Wir erkennen in diesem Satze das Analogon des in der Einleitung 
erwähnten Ergebnisses der Theorie der algebraischen Funktionen, und ge- 
winnen durch denselben zugleich vollständige Einsicht in die Natur des von 



*) Dieses Journal Bd. 124, S. 301. 

**) Das Auftreten des singularen Punktes or^, wenn (y,,) als Funktionsmatrix der 
a^y...aa aufgefaßt wird, liegt daran, daß wir (y,x) so normiert haben, daß es sich 
im Punkte .r^, auf die (von den a,,...a<, unabhängige) Matrix (d,,) reduziert. Durch 
Rechtskomposition von (y,>) mit einer geeigneten von x unabhängigen Matrix kann dieser 
singulare Punkt in jede andere Stelle a\ verlegt werden. Bedeutet z. B. (2,,) eine Matrix, 
die sich für x = x^ auf«((J<,) reduziert und im übrigen dieselben Eigenschaften hat, wie 
C^i«)> 80 ist 0//x) = (^i>) (2ix) Jo^ . Vollzieht ai einen positiven Umlauf um ^q, so bleibt 
(2,>) ungeändert, während (^.x)*« von links her die Substitution kx erfährt; (y,*) ver- 
wandelt sich also in der Tat, wie oben angegeben, in (y,*)Ar^» 
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dem Ä/Vwirt/i/i8chen icestntUch verschiedenen Problems der Bestimmung einer 
Differentialgleichung (bezw. eines Differentialsystems) der i'^t^c^^schen Klasse, 
deren Monodromiegruppe gegeben ist Da für eine Differentialgleichung der 
Fuc/t^schen Klasse durch die Monodromiegruppe zugleich die Transformations- 
gruppe bestimmt ist,^) so hängt das letzterwähnte Problem aufs engste mit 
der Aufgabe zusammen, eine Differentialgleichung der F«/c/t^^schen Klasse 
zu bestimmen, deren Transformationsgruppe gegeben ist 



IL 

Die eben skizzierten Erwägungen wecken den Wunsch, in die ana- 
lytische Natur der A\l^ als Funktionen der «i , . . . a„ tiefere Einsicht zu ge- 
winnen. Wir betrachten dabei das Differentialsystem {A.) bloß unter der 
Voraussetzung, daß die Fundamentalsubstitutionen der Integralmatrix (^,>) 
von den a^^...a^ unabhängig sind, belassen also den i4[;^ ihre ganze Viel- 
deutigkeit als Funktionen der a,, ... a^. Nach einem Satze, den ich in meiner 
Arbeit^*) bewiesen habe, deckt sich diese Voraussetzung im wesentlichen mit 
der, daß die Monodromiegruppe des Differentialsystems {A.) von irgend einem 
in den Koeffizienten auftretenden Parameter unabhängig sein soll, ein Fall, 
auf den FiLchs zuerst die Aufmerksamkeit gelenkt**^) und den er in einer 
Reihe von Arbeitent) nach allen Seiten hin untersucht hat Wir setzen der 
Einfachheit wegen voraus, daß die zu den singulären Punkten A,,...a^, ^ 
gehörigen Fundamentalgleichungen lauter von einander verschiedene Wurzeln 
haben; bezeichnen wir dann mit r^^ (e= 1, 2, ... w) die Wurzeln der zu x==a^ 
gehörigen determinierenden Fundamentalgleichung, so lautet die zu diesem 
singulären Punkte gehörige Integral matrix: 

(1.) (ryf;0=((^-O''^*'V^J;0, (.=i.2....,a-H,) 

wo für 0^+1 = 00 an die Stelle von x — a^^^ zu setzen ist -, und wo d\enpY^ 

in der Umgebung von x = ciy holomorphe Funktionen bedeuten, deren Deter- 
minante \(p\l^\ für a:=fly nicht verschwindet 



*) Handbuch der Theorie der lin. Differentialgleichungen *d. H, 1 (1896). S.401. 
**) Dieses Journal Bd. 123, S. 171, 172. 
***) Berliner Sitzungsberichte, 1888, S. 1278. 

t) Ebenda 1889—1901. 
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Setzen wir dann 

(2.) (yi.)=(cf;0(«, 

80 folgt darans, daß die Substitution, welche (yj) beim Umlaufe um a^ er- 
leidet, von den a^, ... a^ unabhängig sein sollte, daß die konstante Matrix (e^O 
ebenfalls von den£ri,...a^ unabhängig gewählt werden kann.*) Umgekehrt 
ist, wenn alle (e{;)) von den a^ , . . . a^ unabhängig sind, und das gleiche für 
die Wurzeln aller determinierenden Fundamentalgleichungen gilt, auch die 
zu (j/i^) gehörige Monodromiegruppe von den a, , . . . a^ unabhängig. 
Aus der Darstellung 

(3.) (a.) = ( i ^) = (y.r (^ = D. (y..) 

folgt mit Rücksicht auf (1.) ond (2.):**) 

(4.) (4|;o = (<^J;0r;0f ^^.>) «")-,• 

Wir bilden nan 

dann gilt für die b\^^ als Funktionen von x in der Umgebung von x = aj, die 
Darstellung: 

Die (6[J) besitzen also im Punkte x = aj^ einen Pol erster Ordnung, und es ist 

(Rea,, Äii>) = (yliV (- »f «r,,) (y<i\ = - (4»>) , 



also 



(5.) 6a) = rz^ + jB(i), 



WO i?l? jedenfalls in der Umgebung von x = ax holomorph ist. In der Um- 
gebung von .r = ay, wo v + A, und in der Umgebung von a: = cx) haben 
wir aber 



WiO=(<^l^O-^("^-); 



*) Fwc/i«, a. a. 0. 1892, S. 163. 

**) Vergl. meinen zu Beginn der Nr. I zitierten Brief an Herrn Hilbe^^ Mathem. 
Annalen. 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. . 38 



294 Schlesi7iger^ ülwr die Lösungen gewisser linearer Differentialgleichungen, 

die b\^J sind folglich in der Umgebung jeder von Oi verschiedenen Stelle a^ 
und in der Umgebung von x = <x> holomorph, das gleiche gilt folglich von 
den B\^^^ sodaß sich die letzteren Größen als von x unabhängig erweisen, — 
Die Gleichungen (5.) enthalten so einen neuen Beweis des für diese Art 
von Betrachtungen grundlegenden i'wcA^schen Satzes.*) 

Zwischen den a,^ und den U^^ müssen**) die Integrabilitätsbedingungen 

bestehen. Setzen wir hierin für a^^, b\^J ihre Ausdrücke ein, so erhalten wir 



(l:f)+(*g')(»„)=(?f)+(0(ss') 



+ Cl.-^)(i^ +«■")• 



In diesen Gleichungen heben sich zunächst die Glieder mit dem Nenner 
(x — oxy heraus; zerlegt man noch die mit dem Nenner (.r — a^) (*r — a^) be- 
hafteten Glieder in PartialbrUche, so erhält man n^ Gleichungen der Form 

ysz\X üy 

WO nun alle My verschwinden müssen. Die Ausführung dieser überaus ein- 
fachen Rechnung ergibt die Gleichungen: 



f dA^'' 



(6.) 



^tx 



a=l >^l ^X — "r ^ 



dai 



^O-l a=l ^ Öy — a;t *' * '' '" ^ 

(i,x = l, 2,...ti, il,»'e=l,2,...a, ys^sA) 

Das Bestehen dieser Gleichungen ist notwendig und offenbar auch hinreichend ' 
dafür, da£ in dem Differentialsysteme {A.) die Monodromiegruppe einer Inte- 
gralmatrix von den a^^...a^ unabhängig ist. Auf eine Diskussion dieser 
Gleichungen möchte ich bei anderer Gelegenheit zurückkommen. 

*) Berliner Sitzungsberichte 1888, Nr. 12, S. 1279 ff. 
**) Vergl. Fuchs, a. a. 0. 1898, S. 226. 
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über die Anziehung hyperboloidischer Schalen. 

Von Herrn E, Steinüz in Berlin. 



Uie Aufgabe, die Anziehung eines homogenen EllipBoids zu bestimmen, 
hat wie kaum ein anderes spezielles Problem der Potentialtheorie das Inter- 
esse der bedeutendsten Mathematiker auf sich gelenkt. Laplace gab die 
erste vollständige Lösung, andere Lösungen von Ivory^ Gauss ^ IXiichlet 
folgten. Alle diese Mathematiker verfuhren durchaus analytisch, dagegen 
hat i'hasles durch sehr elegante, wesentlich synthetisch-geometrische Betrach- 
tungen das Problem bewältigt. 

Es sind bei (liasles insbesondere zwei Sätze, von denen aus die 
ganze Theorie leicht beherrscht wird. Sie beziehen sich auf eine Masse, 
welche innerhalb des von zwei homothetischen, d. h. konzentrischen, ähn- 
lichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden begrenzten Raumes homogen aus- 
gebreitet ist — eine ellipsoidische Schale, wie wir kurz sagen wollen. Der 
erste, schon von Newton gefundene Satz besagt, da£ innerhalb des von der 
Schale umschlossenen Raumes keine Anziehung herrscht, das Potential 
also konstant ist. Nach dem zweiten Satze, welcher sich nur auf den Fall 
einer unendlich dUnnen Schale bezieht, stellen im äußeren Raum die kon- 
fokalen EUipsoide die Flächen konstanten Potentials (Niveauflächen) dar. 
(liasles hauptsächlichstes Verdienst ist es, diesen Satz mit Hilfe eines 
Theorems von Ivoi^ auf den ersten zurückgeführt zu haben. Sind einmal 
diese Sätze bewiesen, so sind auch die Ausdrücke für das Potential und 
die Anziehung der Schale leicht herzuleiten, und man gewinnt die ent- 
sprechenden Formeln fUr das VoUellipsoid, indem man dieses in ellipsoi- 
dische Schalen zerlegt. 

Das hier in Rede stehende Problem ist später in mannigfacher Weise 
verallgemeinert bzw. erweitert worden. So wurden entsprechende ünter- 

38* 
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sachangeo für mehrdimensionale und nicht-euklidische Räume durchgeführt, 
man hat die Homogeneität durch allgemeinere Voraussetzungen über die 
Dichtigkeit ersetzt, man hat endlich statt des Newtomc\{tn Anziehungsgesetzes 
andere zugrunde gelegt. Dagegen scheint die sehr naheliegende Ausdehnung 
der Untersuchung auf andere Flächen zweiten Grades noch nicht ^durch- 
geführt worden zu sein. Dies soll nun im folgenden geschehen; es wird 
sich dabei insbesondere um die Analoga ^der beiden oben angegebenen 
Sätze handeln, welche bei Chasles im Vordergrunde stehen. Der Umstand, 
da£ hier Massen betrachtet werden, die sich ins Unendliche erstrecken, läßt 
die Zulässigkeit mancher in den Rechnungen vorkommenden Operationen 
nicht ohne weiteres erkennen. Die Rechtfertigung derselben wird, am den 
Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, nachträglich (in §§ 6, 7) 
gegeben. Um ferner den Gedankengang durchsichtiger zu gestalten, schicke 
ich der Behandlung des eigentlichen Problems einige Betrachtungen über 
die Anziehung und das Potential einer gleichmäßig mit Masse belegten 
Geraden voran, welche für mich selbst den Ausgangspunkt für die folgenden 
Untersuchungen gebildet haben. 



1, Anziehung und Potential einer homogenen Geraden. 

In einer Ebene sei eine Gerade g und ein Punkt F angenommen 
(siehe Figur) und um P der Kreis beschrieben, welcher die Gerade berührt 
Q sei der Berührungspunkt. Durch Strahlen von P aus seien die Punkte 

der Geraden und die des 
Kreises perspektiv auf 
einander bezogen. Sind 
alsdann J?Fund EF zwei 
entsprechende Linienele- 
mente von Gerade und 
Kreis und trifft der mit 
PE um P beschriebene 
Kreis die Strecke PF in ö, so folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke EFG 
und PEQ die Proportion EFx EG^PE:PQ= FE: PE. Ferner ist EGiEF 
= PE:PEy und es wird daher 
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P^ntsprechende Linieuelemente verbalten sich also wie die Quadrate 
ihrer Abstände von P^ sie werden demnach, wenn mit Masse von derselben 
Dichtigkeit belegt, auf P dieselbe Anziehung nach Richtung und Gv'öQe aus- 
üben. Hieraus kann man die folgenden Schlüsse ziehen: 

1. Wird eine endliche Strecke AB der Geraden mit Masse von kon- 
stanter Dichtigkeit k belegt, so ist die auf P ausgeübte Anziehung dieselbe 
wie diejenige des mit derselben Dichtigkeit belegten Bogens A'B\ welcher 
von den Strecken PA und PB begrenzt wird. Hiernach ist evident, daß 
die Strecke AB auf jeden Punkt P eine Kraft ausübt, welche in die 
Halbierende des Winkels APB fällt, daß daher die Kraftlinien Hyperbeln 
mit den Brennpunkten A und B werden. Die Linien gleichen Potentials 
müssen die Kraftlinien senkrecht durchsetzen, sie bilden daher die zuge- 
hörige Schar konfokaler Ellipsen. 

2. Es sei PC der in Richtung AB gezogene Radius des Kreises. 
— Die unendlich lange rechts von B befindliche Strecke der Geraden gf, 
mit der Dichtigkeit k belegt, ist in ihrer Wirkung auf P durch den in gleicher 
Weise belegten Bogen B'C ersetzbar. Die Kraft, welche sie auf irgend- 
einen Punkt P ausübt, wirkt daher in der Halbierenden des Winkels, welcher 
von PB und der durch P in Richtung der unendlich langen Strecke ge- 
zogenen Geraden gebildet wird. Die Kraftlinien bilden eine Schar kon* 
fokaler Parabeln mit g als Achse, B als Brennpunkt, welche sich nach links 
ins Unendliche erstrecken. 

3. Es seien A" und ('" die den Punkten A' und T' gegenüberliegenden 
Punkte des Kreises. Wird die links von A liegende unendlich lange Strecke 
von (/ mit der Dichtigkeit —k belegt, d. h. mit einem Agens von ent- 
sprechender abstoßender Wirkung, so ist die auf P ausgeübte Wirkung die- 
selbe wie diejenige des mit der Dichtigkeit — k belegten Bogens C'A* oder 
auch des mit der Dichtigkeit +k belegten Bogens CA". Wir belegen nun 
die Gerade g rechts von B mit der Dichtigkeit +k^ links von A mit der 
Dichtigkeit — A, (während AB frei bleibt). Die auf P ausgeübte Kraft 
wird dann mit derjenigen übereinstimmen, welche der mit der Dichtigkeit Ä: 
belegte Bogen B'A" auf P ausübt. Sie wird also in die Halbierende des 
Winkels B'PA'\ des Nebenwinkels von APB fallen. Für die hier betrachtete 
Belegung werden daher die Kraftlinien die konfokalen Ellipsen mit den 
Brennpunkten A und B werden. 

Sucht man nun aber das Potential der Massenbelegung durch das 



298 StetnitZy über dk Amiehumj hyperöoloidisch^r Schalen. 

Integral J — z\i bestimmen, so sieht man leicht, da£ dieses im Falle 2. 

positiv anendlich wird, im Falle 3. aus einem positiven und einem negativen 
unendlichen Teil zusammengesetzt, also völlig unbestimmt ist. Daraus folgt 
jedoch nicht, da£ in den Fällen 2. und 3. keine Potentialfunktion existiert, 
d. h. eine Funktion, deren Ableitungen die Kraftkomponenten darstellen. 
Solche Funktionen sind auch hier vorhanden und natürlich bis auf eine 
additive Konstante vollständig bestimmt; nur die unmittelbare Darstellung 

— versagt, und man kann auch nicht, wie bei Massen 

von endlicher Ausdehnung, die willkürliche Konstante so wählen^ dafi die 
Funktion im Unendlichen verschwindet; sie wird vielmehr daselbst entweder 
unendlich oder unbestimmt. Um zu einer solchen Funktion zu gelangen, 
kann man zunächst das Integral fQr die Potentialdiiferenz zweier Punkte P 
und F in gewöhnlicher Weise ansetzen, also den Ausdruck 

WO r und ;' die Abstände des jeweiligen Massenelementes dm von P und F 
bezeichnen. Man überzeugt sich nun leicht, daß dieses Integral auch in 
den Fällen 2. und 3. einen bestimmten Wert hat. Betrachtet man sodann 
P als festen, P als veränderlichen Punkt, so erhält man durch Differentiation 

nach den Koordinaten .r, y von P die Integrale / dm—^ — , / dm r, , 

also die bekannten Ausdrücke für die Kraftkomponenten. Das Integral 

J dm\- — ,J stellt somit eine Potentialfunktion dar, und zwar diejenige, 

welche in F verschwindet. Ist einmal die Existenz einer Potentialfunktiou 
erwiesen, so folgt weiter, daß die Linien konstanten Potentials die Kraft- 
linien senkrecht durchsetzen. Im Falle 2. erhalten wir daher als Niveau- 
linien die Schar konfokaler Parabeln mit B als Brennpunkt g als Achse, 
welche sich nach rechts ins Unendliche erstrecken; im Falle 3. die Schar 
konfokaler Hyperbeln mit den Brennpunkten .4 und B. 



2. Das zweischalige Hyperboloid. 

Betrachten wir die Gerade g im Räume, so können wir die gefundenen 
Resultate mit geringfügiger Abänderung der Bezeichnung folgendermaßen 
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aussprechen: Wird y von einem festen Punkte A aus mit Masse von der kon- 
stanten Dichtigkeit k belegt und wird diese Massenhelegung kontinuierlich fort- 
gesetzt, sodaß der Endpunkt B derselben weitei' \md tveite?' rückt, so treten 
als Niveaußächen zunächst Rotationsellipsoide mit den Brennpunkten A und B 
auf Dieselben gehen, loenn B ins Unendliche mckt, in Rotationsparaboloide 
über. Wenn sodann B , von der andern Seite aus dem Unendlichen kommend, 
seinen Weg fortsetzt, tcobei jedoch die Massenbelegiing auf dieser Seite bis B 
mit der Dichtigkeit —k fortzusetzen ist, so gehen die Niveaußächen in Rota- 
tionshyperboloide mit den Brennpunkten A und B über. 

Dies legt die Vermutang nahe, daß die fUr ellipsoidische Schalen 
geltenden Sätze auch fUr elliptisch-paraboloidische und zweischalig-hyper- 
boloidische ihre Gültigkeit behalten, sofern im letzten Falle die Masse der 
einen Schale entsprechend negativ genommen wird. In der Tat läßt sich 
der Nachweis für diese Sätze in derselben Weise führen, wie dies Chasles 
fUr elliptische Schalen getan hat. 

Der Nachweis des ersten Satzes beruht auf dem folgenden, fUr alle 
Flächen zweiten Grades geltenden Hilfssatze: Zwei homothetische Flächen 
zweiten Grades haben dasselbe System von konjugierten Durchmessern und 
Durchmesserebenen, daher fallen die Mittelpunkte der auf irgend einer Ge- 
raden von den beiden Flächen ausgeschnittenen Sehnen zusammen oder, 
mit anderen Worten, die vier Schnittpunkte liegen so, daß der Abstand der 
beiden ersten gleich dem der beiden letzten ist. 

Nehmen wir nun, um einen bestimmten Fall zu haben, den des zwei- 
schaligen Hyperboloids. Wir gehen also von zwei solchen homothetischen 
Hyperboloiden aus, deren Hauptachse von links nach rechts gerichtet sein 
möge. Den Raum zwischen den beiden rechten Hyperboloidhälften denken 
wir uns mit Masse von der Dichtigkeit +k^ den zwischen den beiden linken 
Hälften mit Masse von der Dichtigkeit —k erfüllt Der von Masse freie Raum 
zerfällt dann in drei Gebiete, ein mittleres von beiden Schalen begrenztes 
Gebiet und rechts und links zwei von je einer Schale umgrenzte Seiten- 
gebiete. sei ein Punkt innerhalb eines der beiden letzteren. Dann ist zu 
zeigen, daß in keine Anziehung stattfindet. Zu diesem Zweck nehmen wir 
einen Kegel von unendlich kleiner Öffnung mit als Scheitel an. Derselbe 
schneidet aus der Masse zwei röhrenförmige StUcke aus, welche nach dem 
Hilfssatz gleiche Länge / besitzen. Für die von diesen Stücken auf 
ausgeübten Kräfte ergeben sich durch leichte Überlegung gleiche absolute 
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Werte, nämlich k-hdu)^ wenn du) das von dem Kegel aus der um be- 
schriebenen Einheitskugel ausgeschnittene FlächenstUck bezeichnet. Nun 
liegen, die beiden röhrenförmigen Stücke entweder auf verschiedenen 
Seiten von 0; dann gehören beide derselben Schale an und wirken da- 
her beide anziehend oder beide abstoßend. Oder aber die beiden 
Stücke liegen auf derselben Seite von 0; dann gehört eines der posi- 
tiven Schale an und zieht an, das andere der negativen und stößt ab. 
In beiden Fällen heben sich die Wirkungen auf. Hieraus wird ersichtlich, 
daß sich die sämtlichen auf ausgeübten Kräfte gegenseitig vernichten. 
Damit ist der erste Satz bewiesen. 

Es sei jetzt 

(1.) - + |^ + " = 1 

ö p y 

die Gleichung der einen die Masse begrenzenden Fläche zweiten Grades. 
Wenden wir auf die Masse die affine Transformation 

x^a^x, y = oy, z = cz (a, *, c positiv) 

an, d. h. denken wir uns jedes Massenteilchen von seiner ursprünglichen 
Stelle {x^ y^ z) an die ihm durch die Transformation zugewiesene Stelle 
{x\ y\ z*) versetzt, so wird auch nach dieser Transformation die Masse von 
homothetischen Flächen begrenzt und homogen, nämlich von der Dichtig- 

k 

keit + -1— sein. Nehmen wir die beiden homothetischen Flächen unendlich 

— ahc • 

nahe bei einander an, so wird die unendlich kleine Dicke der Schale an 
jeder Stelle proportional sein dem Produkt aus dem (vom Mittelpunkt aus- 
gehenden) Radius vector r in den Cosinus des Winkels v^ welchen dieser 
Radius mit der Flächennormale bildet. Es kommt dann auf dasselbe hinaus, 
wenn wir statt von einer unendlich dünnen Schale von einer mit Masse 
belegten Fläche sprechen, wobei aber die Flächendichte p nicht mehr kon- 
stant, sondern proportional r-cosi^ ist. Diese Größe ist auch proportional 
dem Abstand der Tangentialebene vom Mittelpunkt. Eine derartige Flächen- 
belegung soll fortan kurz als eine homothetische bezeichnet werden. 

Wir wenden nun die affine Transformation 
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auf die homothetisch belegte Fläche (1.) an, wodurch dieselbe in die kon- 
fokale Fläche b\ mit der Gleichung 

(3.) _j^L+_yL+_ii.=i 

tibergeht, ^^ist dabei eine reelle Zahl und nur der Beschränkung unter- 
worfen, daß die Quotienten ^^^, ß~^ ^~^ positiv sein müssen. Die in 
(2.) auftretenden Wurzeln ans diesen Quotienten sind positiv zu nehmen. 
Betrachten wir ferner t als eine innerhalb der zulässigen Grenzen konti- 
nuierlich veränderliche Größe — die Zeit — , so stellt die Transformation (2.) 
eine kontinuierliche Bewegung der Masse dar; diese bildet beständig die 
homothetische Belegung einer Fläche, welche die konfokale Schar (3.) 
durchläuft. Das Symbol F< verwenden wir sowohl zur Bezeichnung der 
geometrischen Fläche als auch zur Bezeichnung ihrer materiellen Belegung. 
Für ^=0 erhalten wir unter der Bezeichnung i'o die Fläche, von welcher 
wir ausgingen. 

Sind jetzt P=(x,y^z), F = (x\ y\ z*) zwei Punkte von JFlj ? Pt = (^^ Vn ^t)y 
Pt = {x\yy\^z\) die ihnen vermöge der Gleichungen (2.) entsprechenden Punkte 

von F^^ so sind nach dem /yoryschen Satze die Strecken PP\ und FP^ ein- 
ander gleich. Man erhält nämlich unter Berücksichtigung von (1.), (2.), (3.) 

i^^*=(x;-x)'+(y;-r,)V(.;-.y=(l/^ ^'"-^)' + (/-^ y'-y)' 



+ (/^^ ^' -^ y= ^" + y" +z"^^-{.f+z' 



-2(/«-±l..'+/A+l,y + (/r±i,,-) 






-2(/^x.'+/^3/y'+y'^..')+^- 



ß 

und da dieser letzte Aasdrack sich nicht ändert, wenn man gestrichene und 

ungestrichene Buchstaben vertauscht, so folgt PF, = P'P,. Bezüglich der 
materiellen Fläche F, haben die beiden Punkte P, F eine Potentialdifferenz, 

welche durch das über F, zu erstreckende Integral /rfw, (- - -/) dargestellt 
wird, wo r und r' die Abstände des Massenelements rfm, von P und P 
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bezeichnen. (Die unbedingte Konvergenz dieses Integrals wird später nach- 
gewiesen.) Ebenso wird die Potentialdiflferenz der Punkte Pt^P\ bezüglich ¥ 
durch das Integral fdra^- r) dargestellt. Vergleichen wir nun diese 

beiden Integrale etementweise, indem wir dm^ jedesmal das Element sein 
lassen, in welches dm durch die Transformation übergeht, so ist in zwei 
entsprechenden Integralelementen nicht nur dm^ = dm^ sondern zufolge des 
/yoryschen Satzes auch i\ = r, r[ = r'. Hieraus folgt 

(4.) fdm.Q-^)=/M~-^). 

Da wir bei diesen, die Transformation betreffenden Untersuchungen 
keine Voraussetzung über das Vorzeichen der Koeffizienten /?, y gebraucht 
haben, so gelten diese Resultate natürlich für alle Mittelpunktsflächen zweiten 
Grades. (Beim Ellipsoid und einschaligen Hyperboloid haben wir natürlich 
nur Dichtigkeiten einerlei Vorzeichens.) Bleiben wir aber beim zweischaligen 
Hyperboloid stehen und nehmen wir an, da£ P und P' auf derselben Schale 
von JFl,, mithin Pf und P[ auf derselben Schale von Ft liegen. Dann liegen 
entweder Pund P' in einem und demselben Seitengebiete von i^,, in welchem, 
wie früher gezeigt wurde, P, keine Anziehung ausübt, also ein konstantes 
Potential hat, oder aber es liegen umgekehrt P< und PJ in demselben Seiten- 
gebiete von P„. In jedem Falle muß eine der Potentialdifferenzen gleich 
Null sein. Dann ist es aber zufolge (4.) die andere auch. Wir können 
die Resultate dieses Paragraphen wie folgt zusammenfassen: 

Mml ein zweischaliges Hyperboloid homothetisch belegt^ so hat das 
Potential in den beiden seitlichen Raumgebieten je einen konstanten Wertj im 
mittleren Raumgehiet stellen die Schalen der konfokalen zweischaligeti Hyper- 
boloide die Flächen konstanten Potentials dar. 



3. Das Flächenintegral j ^^ da^— j -^ 



cos V da. 



Bezeichnet Po ein homothetisch belegtes einschaliges Hyperboloid, 
einen Punkt außerhalb Pu und ordnet man mittels Strahlen durch die 
Punkte von fl, einander paarweise zu, so kann man wie in den Fällen der 
elliptisch gekrümmten Flächen zeigen, daß die Wirkungen zweier ent- 
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sprechenden Massenelemente auf an absoluter Grö£e gleich sind. Indessen, 
wo auch liegen mag, es wird unter den Paaren entsprechender Elemente 
stets sowohl solche geben, welche, auf verschiedenen Seiten von ge- 
legen, ihre Wirkungen gegenseitig aufheben, als auch solche, welche, 
auf derselben Seite von gelegen, sich in ihren Wirkungen verstärken. 
Gleichgewicht findet auf keiner Seite der Fläche Fi, statt, auch sind die 
konfokalen Flächen hier nicht mehr solche konstanten Potentials. Wir er- 
halten jedoch die den früheren analogen Resultate, wenn wir zwei kon- 
fokale Flächen homothetisch so belegen, da£ entsprechende Massenelemente 
absolut gleich aber von entgegengesetztem Vorzeichen sind. Das Verfahren, 
welches wir hierbei einschlagen, ist von dem früheren wesentlich verschieden. 
Es ist fQr alle Flächen zweiten Grades geeignet, wird uns also auch die 
früheren Resultate wieder liefern und zwar, soweit sie das zweischalige 
Hyperboloid betreffen, in allgemeinerer Form. Den /^o^-yschen Satz werden 
wir nicht benutzen. 

Wir schicken einige Bemerkungen über das Flächen integral 

1 . 

jCOSi^aa 

voraus. — Es bezeichne F eine beliebige Fläche, au welcher eine positive 
und eine negative Seite unterschieden werden, n die positive Normale, r den 
von einem willkürlichen, während der Integration unveränderlichen, nicht auf F 
gelegenen Punkte nach dem Flächenelement da gezogenen Radius vector, 
V den Winkel zwischen r und n. Das Integral stellt die Zentralprojektion 
der Fläche F aus dem Punkte auf die um beschriebene Einheitskugel 
dar. Dabei ist die Projektion eines Flächenelementes positiv oder negativ 
gerechnet, je nachdem der Radius vector von der positiven oder negativen 
Seite her an das Element herankommt. Werden auf jedem von aus- 
gehenden Halbstrahl diejenigen Schnittstellen, welche von der positiven zur 
negativen Seite führen, mit -hl, die andern mit — 1 gezählt, und wird die 
Summe dieser Zahlen als Charakteristik des Halbstrahls, sowie als Charak- 
teristik des entsprechenden Punktes der Einheitskugel bezeichnet, so zer- 
fällt die letztere in Gebiete verschiedener Charakteristik; summiert man 
diese Gebiete, ein jedes so oft, wie seine Charakteristik angibt, so hat man 
die Projektion von F^ also den Wert des Integrals. Das Integral ist eine 

39» 
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Funktion des Ortes von 0, welche sich offenbar nur stetig ändern kann, 
so lange nicht durch die Fläche selbst hindurchgeht. Um das Ver- 
halten der Funktion genauer zu erkennen, haben wir zu sehen, wie sieh 
die Charakteristik des Halbstrahls bei kontinuierlicher Bewegung desselben 
ändert. Es kommen für eine solche Änderung zunächst drei Fälle als 
möglich in Betracht: 

1. der Halbstrahl passiert eine tangentiale Lage, 

2. der Halbstrahl passiert einen Rand der Fläche, 

3. der Punkt tritt durch die Fläche hindurch. 

Man sieht sofort, da£ der erste Fall ausscheidet. Denn im Moment 
der tangentialen Lage haben wir zwei vereinigte mit + 1 und — 1 zu zählende 
Punkte, deren Zutritt oder Wegfall die Charakteristik nicht ändert. Dagegen 
bringt der zweite Fall den Gewinn oder Verlust eines Schnittpunktes, und 
die Charakteristik ändert sich um ± 1. Es gilt dies auch fUr die unendlich 
fernen Berandungen, welche der Halbstrahl in dem Augenblick passiert, wo 
er die Richtung einer Asymptote hat. — Im dritten Falle endlich ist 
sofort zu sehen, da£ der Übertritt des Punktes von der positiven zur 
negativen (negativen zur positiven) Seite die Charakteristik um 1 abnehmen 
(wachsen) läßt. 

Lassen wir jetzt die Fläche F von der positiven zur negativen 
Seite durchschreiten und lassen wir die zu gehörige Einheitskugel und 
die sämtlichen von ausgehenden Halbstrahlen mittels einer Parallel- 
verschiebung an dieser Bewegung teilnehmen, so können wir diejenigen 
Halbstrahlen, welche im Momente des Durchtritts den Rand passieren, 
gänzlich außer acht lassen, weil sie nur ein Gebiet von geringerer Dimen- 
sion erfüllen. Die Charakteristik aller Übrigen Halbstrahlen vermindert sich 

um 1, der Wert des Integrals / -^ — da daher um 47r. Die Funktion 

<') . ' " .. . 

—^ — da springt ako^ wenn von der positiven {iiegativen^ zur negativen 

(^positiven) Seite von F übertritt, um — 4 ti (+ 4 ti) , 

Halten wir ferner fest und lassen wir einen Halbstrahl sich um 
drehen, so tritt eine Veränderung der Charakteristik desselben nur beim 
Passieren der Berandung von F ein. Auf der zu gehörigen Eiuheitskngel 
sind daher die Gebiete verschiedener Charakteristik durch die Linien von 
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einander getrennt, welche von dem von ausgehenden nach den Punkten 
der Berandung führenden Randkegel ausgeschnitten werden. 

Nehmen wir nunmehr an, da£ die Fläche im Endlichen keinen Rand 
besitzt, so wird (falls die Fläche sich ins Unendliche erstreckt, also daselbst 
einen Rand hat), bei einer Bewegung von der Randkegel nur eine 
Parallelverschiebung erleiden. Lassen wir nun wieder bei der Bewegung 
von das zugehörige Halbstrahlenbilndel sich parallel verschieben, so 
werden diejenigen Halbstrahlen,' welche zu Anfang keine Randstrahlen waren, 
auch niemals den Rand passieren und daher, so lange nicht durch F 
hindurchgeht, ihre Charakteristik nicht ändern. Mithin bleibt so lange auch 

r« (7) 

der Wert des Integrals / —^ — do unverändert. Also gilt der Satz: Hat die 

F 

Fläche F im Endlichen keinen Rand (wie z. B. Ellipsoid, Paraboloid, hyper- 
bolisches Hyperboloid, eine Schale des elliptischen Hyperboloids usw.), so 

bleibt der Wert des Integrals J —5 — da imverdndert, so lange nicht durch 

F 

die Flache hindurchgeht. 



4. Ausdehnung der fmheren Untersuchungen auf alle Mittelpunktsflächen 

zweiten Grades. 



Die Gleichung (1.) des §2, in welcher wir nur a>>0, a>>/?>>y 
voraussetzen, kann ein Ellipsoid, ein einschaliges oder zweischaliges Hyper- 
boloid darstellen. Unter jP» verstehen wir in den beiden ersten Fällen eine 
positive homothetische Belegung der Fläche, im dritten Falle aber soll F» 
fortan nur die eine Schale des Hyperboloids bezeichnen, deren Punkte 
positive Abszissen haben, die homothetische Belegung nehmen wir auch hier 
positiv. Die andere Schale, aber ebenfalls positiv mit derselben Dichtigkeit 
in den entsprechenden Punkten belegt, bezeichnen wir mit -F/,. Ferner be- 
deuten F^^Fl diejenigen (materiellen) Flächen, welche durch die Transfor- 
mation (2.) aus Fü7 ^ü hervorgehen, also geometrisch durch die Gleichung 
(3.) dargestellt werden, endlich — ^u? — ^o? — ^1? ~"^/ diejenigen Massen- 
belegungen, in welche Fu, i^/,, F<, Fl durch Umkehrung des Vorzeichens der 
Flächendichtigkeit q übergehen. Jede der betrachteten Flächen teilt den 
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Raum in zwei Gebiete; die Seite der Fläche, nach welcher sie sich mit 
wachsendem t bewegt, soll als die positive gelten. 

Die Tangentialebene von F^ im Punkte x^^y^^z^ hat die Gleichung 

Da die Flächendichte q in x„yt^ z, dem Abstände der Tangentialebene vom 
Mittelpunkt proportional ist, so folgt 

ip(t) 



(6.) 



C = 



yC-f7)'+(.-f^)'+C-^)" 



wo (p(jt) auf der Fläche F^ konstant, aber noch eine Funktion von t ist 
Für die Komponenten des vom Punkte x^^ 3/,, z^ in der Zeit dt zurückgelegten 
Weges dn erhalten wir die Ausdrücke 

(7.) dx, = ^)f^(^TÖ^dt = l^^dt, dy,^l^^dt, dz, = ^^^dt, 

deren Proportionalität mit den Koeffizienten in Gleichung (5.) besagt, da£ 
die Bewegung normal zur Fläche verläuft. Es wird ferner 



dn - Vdxi + df, + dz] ^ \ /(-^-)V (^) V C^-i^y d t , 

(8.) Q.dn=^-^(p(t)dt. 

Wählen wir nun im Raum zwei feste Punkte ^1,^21 nnd lassen wir F^ die 
konfokale Schar durchlaufen, so ist die Potentialdifferenz von Pi und P2 
bezüglich F^ eine Funktion von f, dargestellt durch den Ausdruck 

(9-) n'(f)=fdmQ,-l), 

WO rj und r^ den Abstand des Elementes dm von Pi und P2 bezeichnen. 
Die Differentiation nach / ergibt 



^•^^'^ - • rfm 



dt 



\ dt dt / ^ 




00-) 'w-iAl'^^-"-!-^")- 
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Liegeu nun P^ and P, auf derselben Seite von jP^, so haben nach dem 
letzten Satz in § 3 die beiden in (10.) auftretenden Integrale denselben Wert 

und es wird ,^^ = 0. Daraus ergibt sich der Fundamentalsatz: 

r. So lange wahrend der Bewegung von t\ die festen Punkte P^ und Pj 
auf derselben Seite von F^ liegen^ bleibt ihre Potentialdifferenz yj(t) konstant. 

Liegen P^ und P2 auf derselben Fläche F^, der Schar, so liegt bezög- 
lich jeder Fläche der Schar Pi auf derselben Seite wie P2. Daraus folgt: 

II'. Die Potentialdifferenz zweier Punkte P^ und Pj , die auf derselben 
Fläche der konfokalen Schar liegen^ hat für alle Flachen der Schar einen und 
denselben Wei^t. 

Durch irgend zwei Flächen P« und P^ der Schar wird der Raum in 
drei Gebiete, ein mittleres und zwei Seitengebiete, eingeteilt. Liegen Pi und 
P2 entweder beide in demselben Seitengebiete oder auf einer und derselben 
konfokalen Fläche des Mittelgebietes, so folgt aus V bezw. IF, da£ ihre 
Potentialdifferenz bezüglich P« denselben Wert hat wie bezüglich P^. Für 
das aus P« und —Ff, zusammengesetzte System F^ — Ff, ist daher die Potential- 
differenz gleich Null. Damit haben wir die Sätze: 

I. Das Potential des Systems P« — P^ hat in jedem der Seitengebiete je 
einen konstanten Wert. 

IL In dem Gebiete zwischen P„ und — P^ sind für das System F^ — P^ 
die konfokalen Flächen zugleich Niveauflächen. 

Damit ist das gesuchte Resultat gefunden. 

Im Falle des zweischaligen Hyperboloides, in welchem P< nur die 
Schale mit positiven Abszissen bezeichnet, gelten die Sätze I, II natürlich 
auch für ein System von der Form P« — P/. Daß sie aber auch für Systeme 
von der Form P^ — Fl (oder P^ — P^) gelten, ist ebenfalls leicht zu erkennen. 
Wenn nämlich t sich der unteren Grenze — a nähert, nähern sich die beiden 
Schalen P| und P/ unbegrenzt der yz-Ebene, und es existiert eine Belegung 
dieser Ebene, welche einen stetigen Übergang von den Flächen P, zu den 
Flächen P/ vermittelt. Faßt man daher alle Flächen P„ alle Flächen P/, 
sowie die erwähnte Belegung der yz-Ebene unter dem Namen der konfo- 
kalen Schar zusammen, so gelten auch für eine diese ganze Schar durch- 
laufende Fläche die Sätze V und ir, und mithin auch die Sätze I, II für 
Systeme von der Form F^ — Fl. Für a = b gewinnen wir das in § 2 auf 
anderem Wege erhaltene Resultat wieder. 
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Ist -F,, ein Ellipsoid und liegen Pj und Pj entweder innerhalb ^„ oder 
auf einem konfokalen Ellipsoid außerhalb F^^ so bleibt, wenn t von bis oo 
wächst, nach V und ir die Potentialdifferenz von Fi und P2 ungeändert. FUr 

^ = 00 aber wird sie Null, weil jedes der Integrale / — ^, / — ^ für sich 

gleich Null wird. Mithin hat auch schon das Potential von i^j in F^ und P2 
denselben Wert, und wir erhalten so die bekannten beiden Sätze für das 
Ellipsoid. 

5. Berechnung des Fotentials. 

Es soll jetzt die Potentialdifferenz zweier Punkte Pj, Pj für ein System 
von der FormF« — P^ bestimmt werden. Wir können uns auch im Falle 
des elliptischen Hyperboloids auf Systeme von dieser Form beschränken. 
Denn die Potentialdifferenz von F^ und P, für ein System P^ — ^l ist offenbar 
gleich derjenigen der zuPijPj in bezug auf die y^-Ebene symmetrisch 
gelegenen Punkte fUr das System Pa—P^; und ein System von der Form 
p; - F[ kann in (P, - P_0 + (PI, - F[) zerlegt werden, da P, und P; für ^ = - « 
in dieselbe Belegung der yz-Ebene Obergehen. Da ferner das Potential 
von P« — Pft in dem an F^{F^ angrenzenden Seitengebiet denselben Wert wie 
auf P« (Pft) besitzt, so brauchen wir nur Punkte zwischen P« und P^ in Betracht 
zu ziehen. Den Wert des Potentials denken wir uns für einen beliebigen 
Punkt des Raumes willkürlich festgesetzt, dann ist er für alle Punkte be- 
stimmt. Bezeichnen wir den Wert des Potentials in einem Punkte F mit 
r(P) oder auch den für alle Punkte einer Fläche P, gemeinsamen Wert 
mit r(/), und sind ferner P,^ und P,, die Flächen, auf denen die Punkte Px 
undPj liegen, so wird V{F,)'-V{F,) = V(t,)^\\Q. 

Bezeichnet, wie in § 4, i// (J) die Potentialdifferenz der beiden (festen) 
Punkte Pi,P3 bezüglich einer einzelnen materiellen Fläche P^, so ist 

(11.) ViQ - VQd = ip (a) - V^ (6) = f ^j^ dt. 



Nehmen wir a>t2>ti>b an. Dann liegen für 6<^<^i und t2<it<a 
Fl und Pj auf derselben, für ti<C.t<iti auf verschiedenen Seiten von P,. 
Da nun das über eine Fläche P^ erstreckte für einen Punkt genommene 

Integral / -^ — da nach § 3 bei Bewegung des Punktes konstant bleibt, 
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80 lange nicht durch die Fläche tritt, beim Übertritt von der negativen 
zar positiven Seite aber um 47r wächst, so ist die in (10.) auftretende Differenz 

— —-da— J --^^^da für ti<Zt<it2 gleich 4/1, sonst gleich Null und 
wir erhalten aus (10.) und (11.) 

(12.) F(0 - V(t,) = 2nf''(p(f) dt. 

Nunmehr ist noch (p(t) zu bestimmen. Hierzu führt folgende Überlegung: 
Wird durch eine affine Transformation x'=^ax^y'=:by^ z'=cz ein Flächen- 
element doy dessen Normale die Richtungskoeffizienten cos^l, cosi^, cosC* 
hat, in da' übergeführt, so ergibt sich durch einfache Rechnung 



da' I i/cosM . cos'ß , cos'C 

Wenden wir dies auf die Transformation (2.) und das im Punkte (x, y, z) 
= (p^njyin^o) der Fläche F^^ gelegene Element do=^da,^ an, dessen ent- 
sprechendes aufi«^", do^ heißen möge, so wird, wenn wir noch zur Abkürzung 



(13.) PF(0=i/(«+o(/^+0(?'+O, ;f(0=/(^,)+(^^)+(^,y 

setzen, 

^ ^ rfa. -~W(Q) ■ x(0) • 

Da sich die Dichtigkeiten der Massen in rfoo und da, nach (6.) wie ^7q\ wt^ 

verhalten, so verhalten sich ihre Massen wie W(0) • y (0) : W{t) • <p Q) . Anderer- 
seits aber enthalten ja beide Elemente genau dieselbe Masse, also ist 

<p(f)= ^'^wZ^^ - «ntl es wird nach (12.), (13.) 



\V(t) 



(15.) 



•1 

WO c = (p(0) natürlich erst bestimmt ist, nachdem für irgend einen Punkt 
von F„ die Dichtigkeit willkürlich festgesetzt ist. — Auf die weitere Be- 
handlung dieses bekannten Integrals gehen wir hier nicht ein. 

Journal für Mathematik Bd. 129. Heft 3/4. 40 
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6. Fälle, in denen bei ttnendlicher Ausdehnung de7* Massen Anziehung und 

Fotentialdtffere7iz bestimmte endliche Werte haben. 

Es bezeichne l\ einen beliebigen Punkt, r^^ die Strecke von /J, zum 
Masseneleraent dm^ o) den Winkel zwischen ^^ und einer beliebigen Richtung v. 
Dann wird die nach der Richtung v genommene Komponente der auf Pu 
ausgeübten Kraft durch das über die ganze Masse zu erstreckende Integral 

/ — .^-coscü dargestellt. Soll eine bestimmte endliche Kraft vorhanden 

sein, so mnü für jede Richtung y dieses Integral unbedingt konvergieren, 
und hierfür ist notwendig und hinreichend, daß das aus den absoluten Werten 

/i ditii 
— j-^|cosa>| endlich bleibt. Ziehen wir 
' 

durch /!, diejenigen Halbstrahlen, welche mit v einen bestimmten spitzen 
Winkel, etwa 60", bilden, so muß, da für alle dm innerhalb des von diesen 

Strahlen gebildeten Rotationskegels co8a>> .^ ist, auch das über das Innere 

dieses Kegels erstreckte Integral f —^- endlich sein. Da dies für jede 

Richtung v gilt, so erhalten wir als notwendige Bedingung für das Vor- 
handensein einer bestimmten endlichen Kraft die Endlichkeit des über die 

ganze Masse erstreckten Integrals /^--^-. Ist andererseits diese Bedingung 

erfüllt, so kann man leicht rückwärts schließen, daß eine bestimmte endliche 
Kraft im Punkte Po existiert. 

Wir wollen nun annehmen, daß in der Tat für irgend einen Punkt /^, 

das Integral f -r- endlich sei. Sind dann l\^P2 irgend zwei Punkte i\^r^ 

ihre Abstände von dm^ so bleibt für alle dm außerhalb zweier mit beliebig 
kleinem Radius p um l\ und l\ beschriebener Kugeln der Quotient 
L^^:L-J==-i?- unterhalb einer (nach Wahl von p) angebbaren Größe. 
Mithin muß auch das über die Massen außerhalb der Kugeln erstreckte 

/i dtn 
— endlich sein. Von dem über die ganze Masse erstreckten 

Integral f -~- können wir also sagen, daß es endlich ist, sofern nicht die 
Elemente in der Umgebung von l\ oder JHj einen unendlich großen Beitrag 
liefern, also z. B. sicher dann, wenn l\ und l\ außerhalb der Masse liegen. 
Nehmen wir l\ = l\^ so sehen wir, daß überall außerhalb der Masse eine 
bestimmte Anziehung besteht. — In gleicher Weise erkennt man, daß 

das Integral f dm\^- 7), die PotentialdiflFerenz der beiden Punkte -Pj 
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und jp2, durch die unendliche Ausdehnung der Masse nicht unendlich 
oder unbestimmt werden kann. Denn es ist (hn( ) = i-^. >!— 7*2i 

L_^l . 7> p^ ^ Halten wir I\ fest und lassen Pj an ^\ so heranrücken, 



daß PjPj eine feste Richtung v hat, teilen wir ferner die ganze Masse M 
durch eine Kugel mit beliebig großem Radius p in zwei Teile, M^ innerhalb, 
M'^ außerhalb der Kugel gelegen, so wird 






Für lim ^2 = ^1 geht das erste Glied der rechten Seite in die nach 
der Richtung v genommene Komponente der von M^ ausgeübten Kraft 

d. i. in / — -cosw über. Das zweite Glied ist dem absoluten Werte nach 



•v„ 



< ri ij / — — - 1^*1 — '*2i< / —-—und wird daher mit wachsendem p un- 

-^F^r^J rj • r, ' ' ' ^ ./ r^r^ ^ 






endlich klein. Daraus schließt man in bekannter Weise, daß auch 

lim j.-,y fdm ( )=r= /-^-cosw 

.}/ 1/ 

ist, daß also die Kraftkomponente nach der Richtung r durch Differentiation 
des Potentials in dieser Richtung gewonnen wird. In gleicher Weise kann 
man zeigen, daß unter der gemachten Voraussetzung, auch für die höheren 
Ableitungen alle für Massen von endlicher Ausdehnung bestehenden Sätze 
giltig bleiben. 

Um die früher angewandten Schlußweisen zu rechtfertigen, haben 
wir also den Nachweis zu führen, daß für irgend einen Punkt das über 

eine homothetisch belegte Fläche Ff erstreckte Integral f -^ endlich ist. 

Dies soll in § 7 geschehen. Setzen wir es für den Augenblick als geschehen 
voraus, so bedarf nur noch die Differentiation unter dem Integralzeichen, 
durch welche Gleichung (10.) aus (9.) abgeleitet wurde, einer Recht- 
fertigung. Natürlich muß angenommen werden, daß für die Stelle t, an 
welcher differentiiert wird, F^ keinen der Punkte Pj, Pj enthält. Andern- 
falls existiert -~^ nicht; für den Durchgang von F^ durch Pi oder Pj genügt 
es aber auch zu wissen, daß xp (/) existiert und stetig ist, und dies ist eine 

40* 



312 Steinitz, über die Anziehung hyperboloidischer Schalen, 

einfache Folge des Satzes, daß das Potential einer endlichen Flächen- 
belegang auch für einen Pankt in der Fläche existiert und beim Durchgang 
durch die Fläche stetig ist, ein Satz, der offenbar auch für unendlich aus- 
gedehnte Flächen gilt, falls die oben angegebene Voraussetzung erfüllt ist. 
Wir können uns ferner auf die Herleitung der Differentiation an der Stelle ^=0 
beschränken, da ja die Fläche i^„ durch jede beliebige Fläche der konfo- 
kalen Schar ersetzt werden kann. Hiernach handelt es sich um den Nachweis, 



daß lim . - existiert und gleich / ^^\\~^/ ""\"^/ / ^®*? 



vorausgesetzt, da£ Pj und P^ nicht auf i^o liegen. Ferner können wir 
uns auf die Betrachtung nur eines nicht in t\ gelegenen Punktes P be- 
schränken und haben dann den Nachweis zu führen, daß der Ausdruck 

1 1 



(16.) J= rJ^LjM dm 



Ml 



für ^ 4= als endlicher Wert existiert und für lim f = den limes / 1 -^-^ J dm 

hat. Dabei bedeutet r(t) den Abstand des Punktes P von dem Element rfw, 
der Fläche F,, welches dem Element dm der Fläche F« entspricht Ist 
dieser Nachweis geführt, so brauchen wir ihn nur auf die Punkte Pj und Pj 
anzuwenden, um das gewünschte Resultat zu haben. Nun ist aber, wenn 
ajb,c die Koordinaten von P, x,y,z die Koordinaten von dm, x^,y^,Ztdk 
Koordinaten von dm^ sind, unter Berücksichtigung von (2.) 

{(^rQ)y = (^x,^ay + (i,,-^by + (z,^cy=^x' + y' + z'+t 

+ a'+b' + c^^2(ax^l + '--iby^l+i^cz]/l+^), 
ferner nach dem Taylor&chen Satze 



(17.) 









wo ^, B, r stetige Funktionen von t sind and fUr t=0 

(18.) Um.t/=-^~,, lim 7^ = -^- 55, limi'=-^j ist. 



StetnitZy vbet* du Anziehung hyperboloidischei* Schalen, 313 

Hieraas folgt weiter 
(r (0>-(r(0)>= <1 - t^-^j-Sl.yt\Jax^Bby^ l'cz), 

-f4-^ — FMs)=r7nr^-7ÄS- /awäC-- + ~/ + — " l -\- K^-i d X ^- Bby + rcz)). 

t ^r{t) r(Oy (:r(0) + r(ty)r(0)r(t)\ a ß ' y ' ^ ^ '^ 

Setzen wir zur Abkürzung 
(19.) (r(0) + 7-(0)-»-(0)-r(0 = J<, 

so haben wir den Nachweis der Existenz des Integrals J geführt, wenn wir 
die Existenz der Integrale 

(20.) A= f-dm, B= f^dm, .C= f-dm, D= f~ 

nachgewiesen haben; und zwar wird alsdann 

(21.) J=(^ + f^)4 + (*+^ß)i? + (^ + //')C-/) 

sein. Für den vorliegenden Zweck genUgt es, nach Annahme einer positiven 
Größe Ti die Existenz der Integrale A^ B, C, D für alle t zwischen —tj 
und +iy zu beweisen. Dieses i] wählen wir so, daß P weder zwischen den 
Flächen F^ und F^^ noch auf einer dieser Flächen liegt. Dies ist, da P 
nicht auf jPq liegt, möglich. Alsdann liegen alle vorkommenden r(t) ober- 
halb einer angebbaren von verschiedenen positiven Größe € und das- 
selbe gilt daher für u. - wird eine gleichmäßig stetige Funktion von t in 

dem betrachteten Gebiet, und wenn wir durch eine um den Anfangspunkt 
der Koordinaten mit beliebig großem Radius (> beschriebene Kugel die 
ganze Masse M von -FI, in zwei Teile M^ innerhalb, M*^ außerhalb der Kugel 
befindlich, zerlegen, so folgt aus der letzten Bemerkung, daß die von der 
endlichen Masse M^ herrührenden Teile der Integrale A, By C, D nicht nur 
bestimmt und endlich, sondern daß sie auch stetige Funktionen von t sind. 
Bezeichnen wir nun mit r' den Abstand des Massenelementes dm vom 
Anfangspunkt, so wird r'* = .r^ + 2/^ + 2:^, und aus (17.) folgt, daß für hinlänglich 

(r(t)y r(t) 

groß gewähltes p der Quotient —V« ^"^ mithin auch der Quotient — / für 

alle Elemente von äI'^ und für alle betrachteten Werte von t von 1 beliebig 
wenig verschieden ist. Aus (19.) folgt alsdann, daß ti von 2/^ beliebig 
wenig abweicht, also sicher >>r" ist. Da nun |*^|<^'', \y\'^^\ kl^^'' ^^^ 
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aufilij überall />p, also bei hinlänglich großem p />1 ist, so bleiben 

/K fj Z \ 1 

daselbst die Integranden -, -, , - ihrem absoluten Werte, nach unter -j-,. 

U U tif u * 

Da ferner das Integral f -]^ einen bestimmten endlichen Wert besitzt, welcher 



M', 



demnach mit wachsendem q anendlich klein wird, so folgt, daß auch die 
Integrale f-dm^ f^ dm^ f~dm^ C — - bestimmte endliche Werte haben 



Mq M^ M^ 1/^ 



und mit wachsendem p gleichmäßig für alle betrachteten Werte von t un- 
endlich klein werden. Hieraus und aus der Stetigkeit der auf M^ bezüglichen 
Teile der Integrale A, B^C, D folgt nun, daß diese Integrale selbst existieren 
und in dem betrachteten Gebiete stetige Funktionen von / sind. Dann ergibt 
sich aber, daß die rechte Seite von (21.) eine stetige Funktion von t ist, 
daß J für t + existiert und für ^ = einen limes besitzt, der zufolge (19.), 

(20.) durch das Integral /öTTQNy ("-+/+-- ~ ^^ dargestellt wird. 



r(t) 

Daß hier der Integrand gleich ^Y für / = ist, ergibt sich durch Aus- 
führung der Differentiation unter Benutzung von (17.) sofort 



7. Nachweis der Endlichkeit der Integrale f -r • 

F 

Ist eine gerade Linie (j überall mit Masse von der konstanten 
Dichtigkeit k belegt, n irgend ein reeller Wert, P ein Punkt im Abstände e 
von der Geraden, so wird das über die Masse dieser Geraden erstreckte 

und für den Punkt P genommene Integral f -^ gleich 



9 



2k 



I 



ds 



(e' + s'y 

und da der Integrand für 5 = 3o unendlich klein von der Ordnung n wird, 
so folgt, daß das Integral / — ;^ dann und nur dann endlich ist, ^wenn 

7i>l ist. ' 

Auf diesen Fall der homogenen Geraden läßt sich nun die Unter- 
suchung des über ein homothetisch belegtes Hyperboloid erstreckten Inte- 
grals f-^ leicht zurückführen. (Im Falle des Ellipsoides hat natürlich 
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dieses Integral für jedes n ein endlichen Wert.) Bezeichnen cos A, cos B^ 
cos C die Richtangskosinas der Normale der Fläche J^o ^^ Punkte x^y^z 
und ist if die Dichtigkeit in diesem Punkte, so wird 

Q ka Q kß Q ky 

co8^~^ X ^ cosß"" y ' cos6*~~ 2 ' 

WO k für alle Punkte denselben Wert hat. — Es sei nun F„ die eine Schale 
eines elliptischen Hyperboloids. Dann können wir in Gleichung (1.) «,/?,y 
durch a^ —6^, — c^ ersetzen, wo a, b, c positiv (6<c) sind. Zwei zur 
yz-Ehene parallele Ebenen in den Abständen x (>a) nndx + dx schneiden 
aus jPl, ein von zwei Ellipsen begrenztes Stück aus, dessen Masse sich leicht 
berechnen läßt. Zu dem Zweck denken wir uns diese Masse auf die 
y^r-Ebene projiziert, Sie wird alsdann das von den beiden Ellipsen mit 
den Gleichungen 

y' 2* 0?'— a' y' I ^* (*^ '^" ^^y — ^* 

begrenzte Flächenstück homogen, nämlich mit der Dichtigkeit — ^= — 

cos ^ »c 

ausfüllen. Nun hat die erste Ellipse die Halbachsen — Vx'^ — al — Vx' — a\ 

bc 

also den Flächeninhalt n'-j^x^ — a^), entsprechend die zweite den Inhalt 

bc 

n ' -i(j(x + dxf — a^). Der Inhalt der von beiden Ellipsen begrenzten Fläche 

bc 

beträgt daher 2nxdx-^^ und die auf derselben ausgebreitete Masse 

2nxdx—f--^ = 2nkbcdx. Hieraus folgt: Wird die Masse von jF,, auf die 
ii- Achse projiziert, so erhält man eine homogene von x=^a bis a;= + cx) 
reichende Belegung dieser Achse, und zwar beträgt die Dichtigkeit 2nkbc. 
— Es bezeichne jetzt r die Entfernung eines Elementes der Fläche F^ vom 
Anfangspunkt, r' die Entfernung seiner Projektion auf die x-Achse vom 
Anfangspunkt. Sind dann x,y,z die Koordinaten des Elementes von i'o, 
so ist 

j?' -.« 2* 
''und aus der Gleichung ---^p — -j = 1 (6<c) des Hyperboloids folgt, 
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Da somit der Quotient -y beständig zwischen den festen Grenzen 1 und 



1/1 + ^ liegt, so folgt, daß für jedes n die Integrale /^ ^ und f-^ ent- 
weder beide endlich oder beide unendlich groß sein müssen. Von dem 
letzteren Integral, welches sich Ober eine homogene Gerade erstreckt, 
wurde aber gezeigt, daß es endlich ist, sobald n ^ 1 ist. Da es bezüglich 
der Endlichkeit gleichgültig ist, für welchen Punkt außerhalb der Masse 
das Integral genommen wird, so folgt, daß das über ein homothetisch 

belegtes elliptisches Hyperboloid erstreckte Integral f -- dann und nur 

dann außerhalb der Masse endlich ist, wenn n>>l ist. 

In ganz ähnlicher Weise kann dasselbe für das einschalige homo- 
thetisch belegte Hyperboloid bewiesen werden, indem zunächst gezeigt wird, 
daß die Projektion seiner Masse auf die ^ -Achse eine homogene Belegung 
dieser Achse ergibt. 

Aus alledem folgt, daß zwar das gewöhnlich zur Bestimmung des 

Potentials verwendete Integral f -- bei hyperboloidischen Schalen unendlich 

groß wird, daß dagegen das Integral / -^ endlich bleibt, und somit Po- 

tentialdifferenzen und Anziehungskräfte einen bestimmten Sinn behalten. 

Dies gilt nicht nur für alle wirklichen Flächen zweiten Grades t\ 
der Schar, sondern, wie sich leicht zeigen läßt, auch in den Grenzfällen, 
wo t einen der Werte —er, — /i?, — y hat und die Masse eine Ebene bezw. 
einen Teil einer Ebene in bestimmter Weise bedeckt Es lassen sich 
ferner diese Betrachtungen ausdehnen sowohl auf Paraboloide wie auf Kegel 
und Zylinder zweiten Grades. Dabei erfordert die Untersuchung der Para- 
boloide, obgleich sie natürlich nach ganz denselben Prinzipien erfolgen 
kann, doch im einzelnen kompliziertere Betrachtungen. Auszuschließen ist 
der Fall der in zwei Ebenen zerfallenden Fläche zweiten Grades, weil in 

diesem Falle das Integral C ^ nicht mehr endlich ist. 
Berlin-Wilmersdorf, den 7. Dezember 1906. 
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T?ine bedeutende Verbreitung haben die Lehrbücher der Mathematik von 

■*^ Professor Dr. Spieker gefunden; sie werden an CtH^SI OOO 

deiltüClien S^Clmleil benutzt. Die allgemein als vorzüglich 
anerkannte methodische Anordnung, die knappe, klare Form und die zahlreichen 

gut ausgewählten Übungsaufgaben sind die Ursachen dieses ^POfSfS" 
artig^en Erfolgtes« wir führen folgende Ausgaben: 



1« fjehrbnch der ebenen Geometrie 

mit Übungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 

Ausgabe A. 28. Aufl. 162.— 171. Tausend. 

18 Hog. Mk. 2.r)0. geb. Mk. 3.-. 

Diese Ausgabe ist besonders für Realgymnasien 

imd Oberrealschulen bestimmt; sie schließt mit den 

metrischen Relationen der Figuren am Kreise ab. 

2. Lehrbuch der ebenen Geometrie 

Ausgabe A. Bter und 4ter Kursus. i>eparataus- 

gabe. 6V2 Bog. Mk. 1.20, geb. Mk. l.(>0. 
3« Lehrbueh der ebenen Geometrie 

mit Übungsaufgaben für höhere Lehranstalten. 

Ausgabe B für mittlere Klassen. 10. Aufl. 35, bis 

39. Tausend. 12 Boü:. Mk. 1.75, geb. Mk. 2.20. 

Diese Ausgabe, welche mit den metrischen 

Relationen am Dreieck abschließt, ist für Real-, 

Bürger- und Mittelschulen bestimmt. 

4. Lehrbueh der ebenen Geometrie 

Ausgabe C. Für abgekürzte Kurse. 3. Aufl. 5. und 

G.Tausend. 13 Bog. Mk. 2.— , geb. Mk. 2.50 
Ausgabe C lehnt sich an den neuen Lehrplan 
an, bietet den Stoff der Ausgabe A in etwas ge- 
kürzter Form und wird viel von Gymnasien benutzt. 



5. Lehrbuch der ebenen und sphft- 
riHCheu Trifi^onometrie mit Übungsauf- 
gaben für höhere Lehranstalten. 6. Aufl. 12. bis 
14. Tausend. 10 Bog. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.80. 

6. Lehrbuch der Stereometrie mit 
Übungsaufgaben f. höhere Lehranstalten. 4. Aufl. 
7.— O.Tausend. T^.'iBog. Mk.l.60,geb. Mk.2.— . 

Sämtliche Ausgaben sind mit vielen in den 
Text gedruckten Figuren von großer Anschaulich- 
keit versehen. 

7. Lehrbuch der Arithmetik und Al- 
ll^ebra mit Übungsaufgaben für höhere Lehran- 
stalten. TeilL 5. Aufl. IK— lO.Tausend. lö^'iBog. 
Mk. 2.- , geb. Mk. 2.50. Teil II 5. Aufl. 9.— 10. 
Taus end. 10 Bog. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.80. 

(PV^ Zur Prüfung behufs Einführung werden 
obige Bücher stets unentgeltlich abgegeben. 

8. Kurze Anleitung zum fjösen der 
Übungsaufgaben des Lehrbuchs der ebenen 
Geometrie. 3. Aufl. Mk. 1.20, kart. Mk. 1.40. 

Diese Anleitung bezieht sich auf die Ausgaben 
A, B u. C und ist so gehalten, daß sie auch Schülern 
unbedenklich in die Hand gegeben werden kann. 



Sonstige mathematische Werlie: 



W. Adam, Geometrische Analysis und 
Synthesis. Sammlung von63G planimetri- 
schen Konstruktionsaufgaben mit rein-geome- 
trischer Lösung. 2. Aufl. brosch. Mk. 4. — , geb. 
Mk. 4.40. 

]>r. O. Janisch, Aufgaben aus der 
analytischen Geometrie d. Ebene. 
mit den Resultaten für höhere Schulen und 
zum Selbstunterricht. Mit 174 Fig. 200 Seiten. 
Mk.3.— , geb. Mk. 3.30. 

]>r. II.Fiiulie, Die analytische u. pro- 
Jektivische Geoiuetrie der Ebene, 
die Kegelschnitte auch nach der Methode der 
darstellenden und der elementar-synthetischen 
Geometrie mit Übungsaufgaben für höhere 



Lehranstalten und für den Selbstunterricht. 108 
Seiten. Mk. 1.40, geb. Mk. 1.70. 
Wilh. Janisch, Geometrische Auf- 
gaben zur Lehre von der Proportionalität der 
Größen. (Streckenteilung, vierte und mittlere 
Proportionale, Ähnlichkeit d. Figuren, Strecken 
am Kreise, stetige Teilung.) GV4 Bog. Mk. l.öO» 
geb. Mk. 1.75. 

Der Verfasser hat seine Aufgabensammlung 
im unmittelbaren Anschluß an den Unterricht und 
von dem Grundsatze ans gesammelt, daß das Neue 
geübt und das schon Dagewesene dabei wiederholt 
werden müsse. Die Lösungen der Fundamental- 
aufgaben zeigen z. T. neue, infolge ihrer Einfach- 
heit höchst elegante Konstruktionen. 



Sonstige wissenschaftliche Weriie: 



Professor E.Hftusser, Lebend, tirani- 
matiic. Schulmethode für die lebenden 
Sprachen. Separatabdruck aus der Zeitschrift 
«Der Unterricht'^. 35 Seiten, 80 Pf . 
Der Verf. tritt in seiner Abhandlung für eine Ver- 
schmelzung der älteren mit der jetzigen Methode in 
d.Behandlungder modernen Fremdsprachen ein und 
hat mit seinen Ausführungen vielen Beifall gefunden. 
Direlitor Prof. Hermann Nchtktz, No- 
phoicleische Studien. Krit. - exegetische 
Untersuchungen der schwierigeren Stellen in den 
Tragödien des Sophokles. 452 Seiten. Mk. 2.-- . 
Der Verfasser hat in seinem Werke die Erfah- 
rungen einer zwanzigjährigen Tätigkeit niedergelegt 
u. erleichtert mit seinen Aufzeichnungen wesentlich 
das Verständnis der schwierigeren Stellen. 



Oberlehrer Dr. Fr. Jahn, Das Pro- 
blem des Komischen in seiner ge- 
schichtlichen Entwiciilung. 8V2Bog. 
Mk.2.— , geb. Mk.3.— . 
Des Verfassers Arbeit ist eine höchst verdienst- 
volle. Sie zeichnet sich durch vorzügliche Gruppie- 
rung, reiches Quellenmaterial und zweckmäßige 
Gegenüberstellung der verschiedenen Theorien auf 
diesem Gebiete aus. 

Oireictor Dr. II. Walsemann. Methe • 

disches Lehrbuch der Psychologie. 

121/2 Bog. Mk. 2.50, geb. Mk. 3.—. 

Dieses Lehrbuch bringt die neuesten Erfahningen 

und Anschauungen zur Geltung und hat sich schnell 

und gut eingeführt. Von Faclüeuten sind seine 

Vorzüge in warmen Worten anerkannt worden. 
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A. Steines Verlagf^buehhandlnng, Potsdam. 
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= Neuere ESrscheinungeiL ^= 



Bieriininii, Prof. Dr. Otto, Yorle»uii|^eit 
über mathematijk^ehe llli'ähe- 
ruitg^ntetltodeit. Mit 35 Abbil- 
dungen. M. 8. — , gob. in Lnwcl. M. 8.80. 

Dedekind, Prof. Richard, l^tetigkeit 
und irrationale ÜRaiilen. 3. Auf- 
lage. M. 1. — . 

Diriclilets, (r. Lejcune-, Torlettungen 
über die I^ehre von den ein- 
faehen und mehrfaehen be- 
stimmten Intei^ralen. Heraus- 
gegeben von G.Arendt. Mit Al)bildungen. 
M. 12. — , geb. in Lnwd. M. 13. — . 

— TorleNungen über Xahlen- 
tlteorie. Herausgegeben und mit Zu- 
sätzen versehen von Prof. R. Dedekind. 
4. umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
M. 14.—, geb. in Halbfrz. M. IC. — . 

Frieke^ Prof. Dr. Robert, llauplNätsRe 
der DilTerential- und Integral- 
reehnung; als Leitfaden zum Gebrauche 
bei Vorlesungen zusammengestellt. 4. Auf- 
lage. Mit 74 Viguren. M. 5. — , geb. in 
Lnwd. :\I. 5.80. 

Güßfeldt. Prof. Dr. Paul, C^rundzüge 
<ler aMtronomi»eli - geogra- 
phiN€*lten OrlMbeNtimmung auf 

Forschungsreisen und die Entwicklung der 
hierfür maßgebenden mathematisch-geo- 
graphischen HegrilTe. Mit 95 Abbildungen. 
]\[. 10.—, geb. in Halbfrz. M. 12.—. 

Kliukerftaes, Prof. Dr. W., Theoreli- 
Melie Astronomie. 2. neu bear- 
beitete und vermehrte Auflage von Dr. 
H. Buchholz. Mit dem Bildnis des 
Verfassers und in den Text eingedruckten 
Abbildungen. M. 34. — , geb. in Halbfrz. 
Vi 36.—. 

Kneser, Prof. Adolf, I^ehrbueh <ler 
YariatiouMreeltnung;. iMit 24 Al)- 
bildungen. M.8. — , geb. in Lnwd. M.^). — . 

Laiska, Dr. W., I^aminlnng von For- 
meln <ler reinen und an|^e- 
'". wandten ]!Iathematilc. Mit 3 Taf. 
^AL26.— , geb. in Halbfrz. M. 28.- . 

Ii08:arithmen, Vier- und fünf- 
Ntellige, nebst einigen physikalischen 
Konstanten. Kartoniert M. — .80. 



Marcuse, Dr. Adolf, Handbueh der 
geographisc^lien Ortsbe»tini- 
mun|^ für Geographen und Forschungs- 
reisende. Mit 54 Abbildungen und2Stern- 
karten. M.IO.— , geb. in Halbfrz. M. 12. — . 

Sclilömilch, Prof. Dr. Oskar, Compen- 
dium <ler höheren Analysis. 

2 Bände. L Band. 5. Auflage. M. 9. — , 
geb. in Hall)frz. M. 10.50. H. Band. 
4. Aufl. M.9.-, geb. in ILdbfrz. M. 10.50. 

Schwalbe, Prof. Dr. Bernhard, Orund- 
tIhh der Astronomie, beendet und 
herausgegeben von Prof. Dr. H. Böttger. 
Mit einem Lebensbild des Verfassers von 
Dr. E. Schwalbe. Mit 170 Abbildungen u. 
13 Tafeln. M. G. — , geb. in Lnwd. M. 7. — . 

Thomson, Prof. J. J., Elemente der 
matheniati»ehen Theorie der 
£ielclrizität und des Jüagne- 
tismus. Autorisierte deutsche Ausgabe 
von Prof. Gustav Wertheim. Mit 133Ab- 
bildungen. M. 5. — . 

Vogler, Prof. Dr. Chr. August, Orund- 
zii^e der Au»{(;leiehung»reeh- 
nung. M. G. — . 

Weber, Prof. Heinrich, I^ehrbueh der 

Algebra. 2 Bände. 2. Auflage I.Band. 
M. 10.—, «eb. in Halbfrz. M. 11.60. 
H. Band. M. 12. — , geb. in Halbfrz. 
M. 13.60. 

— l>ie partiellen DilTerential- 
€41eiehun{(;en der mathematischen 
Physik. Nach Riemanns Vorlesungen 
in 4. Auflage neu bearbeitet. Mit Ab- 
bildungen. I. Band. M. 10. — , geb. in 
Halbfrz. M. ll.GO. IL Band. M. 10.—, 
geb. in Halbfrz. M. 11.60. 

— Kllipti»ehe Funktionen und 
al|^ebraiN€*he Kahlen. Akade- 
mische Vorlesunnen. M. 13. — . 



Wertheim, Prof. Gustav, Die 
metik de» £iia ]!M[israehi. Ein 

Beitrag zur Geschichte der Mathematik. 
2. verbesserte Auflage. M. 3. — . 

— Anfangsgrunde der Zahlen- 
lehre. Mit den Bildnissen von Fermat, 
Lagrange, Euler und Gauß. M. 9. — , geb. 
in Lnwd. M. 10. — . 



Zu beziehen durch alle Buchhandlungen. 
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